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1. Introdução 

 
Toda e qualquer estrutura sólida no planeta Terra está sujeita, em menor ou maior 

grau, aos efeitos físicos, ou leis físicas, que devem ser detectados para que a estrutura 

funcione a contento ao longo de toda a sua vida útil. 

Esta apostila pretende elucidar tal problemática desde a sua concepção até os 

princípios básicos a serem obedecidos. 

 

 
Parâmetros que influenciam a concepção de sistemas estruturais 

 

A estrutura é um conjunto formado pelas partes resistentes que garantem a 

estabilidade de um objeto de projeto, por exemplo, uma edificação. Cada parte da 

construção, também denominada peça estrutural, deve resistir aos esforços incidentes e 

transmiti-los a outras peças, através dos vínculos que as unem, com a finalidade de 

conduzi-los ao solo. 

Quando se projeta uma estrutura, a análise do comportamento estrutural exige 

que sejam feitas algumas simplificações que conduzem a modelos estruturais. A Análise 

Estrutural determina os esforços e deformações a que as estruturas são submetidas. 

Para que se defina o sistema estrutural mais adequado, para uma determinada 

situação de projeto, devem ser considerados vários fatores. Os principais são: 

Ɇ Projeto arquitetônico: 

-Aspectos funcionais (dimensão do espaço interno, iluminação, limitações do 

espaço exterior, etc); 

- Aspectos estéticos (sistemas diferentes geram formas diferentes). 

 
Ɇ Carregamento atuantes: 

Ɇ Condições de fabricação, transporte e montagem da estrutura (vias de acesso, 

içamento). 

Ɇ Material estrutural a ser utilizado (cada material possui características mecânicas 

peculiares); o material deve estar adequado aos tipos de esforços solicitantes 

pelas estruturas. 
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Classificação das peças estruturais quanto à geometria 

 
Os sistemas estruturais são modelos de comportamento idealizados para 

representação e análise de uma estrutura tridimensional. Estes modelos obedecem a 

uma convenção. Esta convenção pode ser feita em função da geometria das peças 

estruturais que compõem o conjunto denominado sistema estrutural. 

Quanto à geometria, um corpo pode ser identificado por três dimensões principais 

que definem seu volume. Conforme as relações entre estas dimensões, surgem quatro 

tipos de peças estruturais: 

Ɇ Barra: duas dimensões da mesma ordem de grandeza e uma terceira maior que 

as outras duas. 
 

Ɇ Barra de elementos delgados: as três dimensões principais são de diferentes 

ordens de grandeza. É o caso dos perfis metálicos, onde a espessura é muito 

menor que as dimensões da seção transversal, que é menor que o comprimento 

da peça. As barras de elementos delgados são tratadas, sob o ponto de vista 

estrutural, da mesma forma que as barras, exceção feita à solicitação por torção. 
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Ɇ Folhas ou lâminas: duas dimensões de mesma ordem de grandeza, maiores que 

a terceira dimensão. 

Subdividem-se em: 

- Placas: carregamento perpendicular ao plano médio; 

- Chapas: carregamento contido no plano médio; 

- Cascas: superfície média curva; 

- Bloco: as três dimensões são da mesma grandeza. 
 
 

 

Classificação das peças estruturais quanto às cargas 

 
Ɇ Tracionadas (cabos): pontes pênseis, pontes estaiadas, tirantes e membranas em 

cúpulas. 

Ɇ Comprimidas: pilares, arcos e escoras. 

Ɇ Treliças: tracionadas e comprimidas. 

Ɇ De cisalhamento: paredes em edifícios em zonas de sismos e ventos fortes. 

Ɇ Flexão: vigas, pórticos e lajes. 
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Graus de Liberdade, Estaticidade e Estabilidade 

 
Graus de liberdade 

 
As estruturas no espaço estão submetidas a uma resultante de um sistema de 

forças e uma resultante de momentos em um certo ponto. A resultante de forças nesse 

ponto leva a uma tendência de translação e a resultante de momentos nesse ponto leva 

a uma tendência de rotação. 

A translação pode ocorrer nos três eixos ortogonais bem como a rotação, logo, 

uma estrutura no espaço possui seis graus de liberdade. 
 

Em uma estrutura, torna-se necessário restringir esses graus de liberdade para se 

atingir a estabilidade. Os vínculos são os elementos responsáveis por evitar as possíveis 

tendências de movimento, através de reações contrárias às tendências. 

Quando os vínculos ligam os elementos da estrutura entre si são chamados de 

internos, e quando ligam a estrutura ao meio externo são ditos vínculos externos. 

 

 
Vínculos Planos 

 
No plano, um corpo rígido qualquer tem três graus de liberdade de movimento: 

deslocamento em duas direções e rotação. 
 

 
 

 



ECV 5219 ï Análise Estrutural I - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 9  
Prof a. Ângela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Prof a. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Profª Nora Maria De Patta Pillar (ECV/CTC/UFSC) 

Grupo de Experimentação e Análise de Estruturas - GRUPEX 
Colaboração: Programa de Educação Tutorial - PET 

 

 

 
 

Os vínculos são classificados de acordo com o grau de liberdade que permitem 

(ou do número de movimentos que impedem): 

Ɇ Apoio simples ou de primeiro gênero: 

O apoio de primeiro gênero é aquele que impede o deslocamento em apenas uma 

direção. A reação (R) aparece na direção do movimento impedido. 

Exemplo de movimento: rolete de skate. 
 
 

 
 

Ɇ Articulação, rótula ou apoio do segundo gênero: 

O apoio de segundo gênero impede todas as translações possíveis no plano, 

ficando a rotação livre. As reações de apoio (R) aparecerão na direção das translações 

impedidas. 

Exemplo de movimento: dobradiça. 
 

 

Ɇ Engaste ou apoio de terceiro gênero: 

O apoio de terceiro gênero impede todos os movimentos possíveis no plano. 

Dessa forma, aparecem três reações de apoio: duas referentes aos movimentos de 

translação (R) e uma ao movimento de rotação (M). 

Exemplo de movimento: poste enterrado no solo, trampolim. 
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Estaticidade e Estabilidade 

 
Uma estrutura é dita restringida quando possui vínculos para restringir todos os 

movimentos possíveis da estrutura (translação e rotação). Três casos podem ocorrer na 

estrutura de acordo com a limitação dos graus de liberdade: 

Ɇ Estruturas Isostáticas: são estruturas com número suficiente de vínculos para 

garantir sua restrição aos movimentos. Os apoios são dispostos de modo a 

restringir seu movimento com o número exato de reações necessárias, ou seja, o 

número de equações de equilíbrio é igual ao número de incógnitas. As estruturas 

são o objeto de estudo da Análise Estrutural I. 

 

 
Ɇ Estruturas Hiperestáticas: são estruturas com vínculos em abundância para 

garantir sua restrição aos movimentos. Os apoios são dispostos de modo a 

restringir seu movimento com mais reações do que equações de equilíbrio, 

chegando-se a um sistema de equações indeterminado (mais incógnitas que 

equações). 

 

 
Ɇ Estruturas Hipostáticas: são estruturas não restringidas. Os apoios são dispostos 

de modo que o número de reações é menor do que o número de equações de 

equilíbrio, ou seja, essa estrutura não possui vínculos suficientes para garantir a 

estaticidade mínima necessária. 
 

2. Grau de Estaticidade ï GH 

 
Uma estrutura é classificada segundo seu grau de estaticidade (GH) no plano das 

maiores ações, uma quantificação do quão estável a estrutura é no plano através da 

análise de seus vínculos internos e externos. 

Quando: 

Ɇ GH = 0  OEstrutura Isostática; 

Ɇ GH > 0  OEstrutura Hiperestática; 

Ɇ GH < 0 ᴼ Estrutura Hipostática. 

O grau de estaticidade pode ser calculado através da fórmula: 

ἑἒ =  . Ἅ + . Ἅ +  . Ἅ  Ἑ 

Onde: 

Ɇ C1 = grau de conexão dos vínculos de 1ª classe; 

Ɇ C2 = grau de conexão dos vínculos de 2ª classe; 

Ɇ C3 = grau de conexão dos vínculos de 3ª classe; 
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Ɇ M = número de hastes presentes na estrutura. 

 
 
 

Grau de conexão do vínculo: 
Número de barras e elementos que concorrem no vínculo ï 1 

Exemplos: 

 

 
1. 

 
 
 

2. 

 
3. 

 
 
 

4. 

 

 

OBS.: Note que apesar da estrutura apresentar grau de estaticidade igual a zero, ela não 

possui restrição ao movimento de translação no eixo X, ou seja, não possui apoio de 

segundo gênero, tornando-se não restringida, portanto hipostática. 

GH =  1. C1 + 2. C2 + 3. C3  3M 
GH =  1. (1 + 1 + 1)  +  2.0  σȢπ  3.1 

GH =  0 

 
Estrutura Hipostática e Não Restringida 

GH = 1. C1 + 2. C2 + 3. C3  σ- 
GH =  1.0 + 2. (1 + 1)   σȢπ  σȢρ 

GH =  1 
 

Estrutura 1x Hiperestática e Restringida 

GH =  1. C1 +  2. C2 +  3. C3  3M 
GH =  1.0 + 2.0 +  σȢρ  σȢρ 

GH =  0 
 

Estrutura Isostática e Restringida 

GH =  1. C1 +  2. C2 +  3. C3  3M 

GH =  1.1 + 2.1  σȢπ   σȢρ 
GH =  0 

 

Estrutura Isostática e Restringida 
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5. 

 

 
 
 

6. 
 

 

Nos exemplos 5 e 6 existe a presença não só de vínculos externos, mas também 

a atuação dos vínculos internos. Nesses casos, podemos definir o grau de estaticidade 

externa (GE) relativo exclusivamente aos vínculos externos, considerando o M= 1 e o 

Grau de Estaticidade Interna (GI) é relatívo excluisavmente aos vínculos internos da 

estrutura. Sendo: 

 

 
Onde: 

Ɇ GE = Grau de estaticidade externa (C1 +  2. C2 +  3C3  3x1); 

Ɇ GI = Grau de estaticidade interna (3Q  C2) ; 

Ɇ Q = Quadros. 

OBS: Cada quadro fechado, tem GI =  3x hiperestático e as rótulas internas, baixam o 

graus de estaticidades no valor do seu graus de conexão C2 

GH = 1. C1 + 2. C2 + 3. C3  σ- 

GH =  1.1 + 2.1 + 3. (1 + 1)   3.3 
GH =  0 

 

Estrutura Isostática e Restringida 

GH = GE + GI 

GH =  1. C1 +  2. C2 +  3. C3  3M 

GH =  1.1 +  2.1 + 3. (1 + 1  +  1 + 1)   3.4 

GH =  3 
 

Estrutura 3x Hiperestática e Restringida 
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7. 
 

 

 
OBS.: Um tipo especial de pórtico é a viga Vierendeel, exemplificada na figura anterior. 

A viga Vierendeel constitui um painel retangular formado por barras engastadas 

ortogonalmente. 

8. 
 

 
OBS: O GI de uma estrutura fechada é igual a 3, independentemente de sua forma 

geométrica. Entretanto, quando há uma rótula interna, ela diminui o GH no valor do seu 

respectivo grau de conexão (exemplos 9 e 10). 

Ɇ Tirante (C1) : 
 

GE =  1. C1 +  2. C2 +  3. C3  3 
GE =  1.1 + 2.1 + 3.0  3 

GE =  0 

 
GI =  σ1  C2 
GI =  3.1  0 

GI =  3 

 
GH = GE + GI 

GH = 3 

 
Estrutura 3x Hiperestática e Restringida 

GE =  1. C1 +  2. C2 +  3. C3  3 

GE =  1.1 + 2.1 + 3.0  3 

GE =  0 

 
GI =  3Q  C2 

GI =  3.1  0 

GI =  3 

 
GH = GE + GI 

GH = 3 

 
Estrutura 3x Hiperestática e Restringida 

C1 =  1 
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Ɇ Articulação ou Rótula (C2): 
 

9. 
 
 

 
 
 

10. 
 

GE =  1. C1 +  2. C2 +  3. C3  3 

GE =  1.1 + 2.1 + 3.0  3 

GE =  0 

 
GI =  σ1  C2 
GI =  3.1  1 

GI =  2 

 
GH = GE + GI 

GH=2 

 
Estrutura 2x Hiperestática e 

Restringida 

C2=4-1=3 

GE =  1. C1 +  2. C2 +  3. C3  3 
GE =  1.1 + 2.1 + 3.0  3 

GE =  0 

 
GI =  3Q  C2 

GI =  3.2  (1 + 2 + 2 + 1)  

GI =  0 

 
GH = GE + GI 

GH=0 

 
Estrutura Isostática e Restringida 
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11. 
 

 
OBS: Os tirantes são elementos lineares capazes de transmitir esforços de tração 

entre suas extremidades. Nessa estrutura, irá impedir o deslocamento no plano, 

somando +1 no GI e tornando a estrutura estável. 

 

 
12. 

GE =  1. C1 +  2. C2 +  3. C3  3 

GE =  1.1 + 2.1 + 3.0  3 

GE =  0 

 
GI =  3Q  ὅ2 

GI =  3.1  (1 +  1 + 1)  

GI =  0 

 
GH = GE + GI 

GH = 0 

 
Estrutura Isostática e Restringida 

GE =  1. C1 +  2. C2 + 3. C3  3 
GE =  1.1 + 2.1 +  σȢπ   σ 

GE =  0 

 
GI =  3Q  C2 
GI =  3.0  1 

GI =  1 

 
GH = GE + GI 

GH = -1 

 
Estrutura Hipostática e Não 

Restringida 
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13. Considerando o tirante como um vínculo interno de primeira classe adicional de 

equilíbrio interno de primeira classe, sem considerar o quadro como fechado: 

 

 
 
 

Em todos os casos de estruturas planas: 

Outra forma de verificar o Grau de Estaticidade Externo de uma estrutura (GE) é 

avaliar os vínculos externos e as equações disponíveis que incidem sobre ela, sendo: 

Onde: 

X = número de incógnitas (reações de apoio); 

E = número de equações de equilíbrio. 

As equações de equilíbrio no plano são: ɫ&X =  0; ɫ&Y =  0; ɫ-Z =  0. 

 
 

Observações: 

Ɇ Toda vez que adicionarmos rótulas internas em uma estrutura, essas baixam o 

grau de estaticidade que deverá ser garantido por equações adicionais de 

equilíbrio interno de M=  0 

Ɇ Sempre que a estrutura apresentar um quadro, serão acrescentadas 3 reações 

internas adicionais tantos quantos forem os Quadros Fechados; 

Ɇ Grau de Estaticidade Interno: GI=3Q-I. 

Ɇ I =  grau de conexão das rótulas internas. 

GE =  1. C1 + 2. C2 +  3. C3  3 

GE =  1.1 + 2.1 +  σȢπ   σ 

GE =  0 

 
GI =  3Q + C1  C2 

GI =  3.0 +  1  1 
GI =  0 

 
GH = GE + GI 

GH = 0 

 
Estrutura Isostática e Restringida 

ἑἏ =  ἦ  Ἇ 
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Exemplos: 

 

 
1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2. 

Equações de Equilíbrio = 3 

Rótula Interna C2 =  1 

Rótula Interna C2 =  1 
Equações de Equilíbrio (E) = 3 

Reações em A = 2 

Reações em B = 1 

Reações em C = 1 

Reações em D = 1 

Reações (X) = 5 

GE = X ɀ E 

GE = 5 ɀ 3 
GE = 2 

 
GI =  3Q  I 

GI =  3.0  2 

GI = -2 

 
GH =  GE +  GI 

GH =  0 

 
Estrutura Isostática e Restringida 

Reações em A = 1  

Reações em B = 2 

Reações (X) = 3 

 
Equações de Equilíbrio (E) = 3 

GE =  X  E 

GE =  3  3 
GE =  0 

 
GI =  3Q  I 

GI =  3.0  0 
GI =  0 

 
GH =  GE +  GI 

GH =  0 

 
Estrutura Isostática e Restringida 
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3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

3. Treliças Planas 
Essas estruturas possuem grande presença nas construções. Sua aplicação vem 

desde telhados, pontes, torres para linha de transmissão. São formadas por barras 

ligadas através de nós rotulados. As forças aplicadas nas treliças devem ser aplicadas 

nos nós. Com essa característica, a estrutura pode ser formada, conforme a necessidade 

da treliça. De acordo com a utilização das treliças as barras podem mudar de posição e 

uma nova composição é formada. 

Classificação quanto ao equilíbrio estático: 

Sejam as variáveis b = número de barras, r = número de reações, n = número de 

nós. 

Em cada nó tem-se dois movimentos impedidos internamente , d=2 no caso 

bidimensional, por isso o número de movimentos impedidos internamente em cada nó é 

Ὠ ×  ὲ onde d=2 e n é o número de nós da treliça. 

Desta forma podemos classificar as treliças como segue: 
 

Reações em A = 2 

Reações em B = 2 

Reações (X) = 4 

 
Equações de Equilíbrio (E) = 3 

GE = X ɀ E 

GE = 4 ɀ 3 
GE = 1 

 
GI = 3Q ɀ C2 

GI =  3.2 ɀ (1+1)  
GI =  4 

 
GH = GE + GI 

GH = 1 +4  
GH = 5 

 
Estrutura 5x Hiperestática e 

Restringida 

b + r  <  2 ×  n ou deslocável  OHipostática 

b +  r =  2 × n e indeslocável  OIsostática 

b +  r >  2 × n e indeslocável  OHiperestática 
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Exemplos: 

1. Classifique a estrutura: 
 
 

 
 

Perceba que em alguns casos as barras podem se cruzar e não apresentarem 

ligações (nós) entre si, sem transmissão de carga alguma. Por isso, os nós devem ser 

indicados no caso de haverem situações como esta. 

Número de reações: r = 3 

Número de barras: b = 13 

Número de nós: n = 7 

 
b + r  =  13 + 3 =  19 

2 ×  n =  2 ×  7 =  14 

19>14:  restringida 

 
Classificação: 5x Hiperestática 

 
Hastes cruzadas indicam treliças 

hiperestáticas 
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2. 

 
 
 

Equilíbrio dos Nós: 
 

Neste método de resolução é analisado cada nó separadamente. Como a 

estrutura é estática, são utilizadas as equações de equilíbrio em cada nó da estrutura. 

Para análise inicial consideramos que a força normal é de tração. Assim, se o resultado 

for negativo, saberemos que a força será de compressão. 

Ao iniciar o problema é necessário calcular as reações externas e em seguida 

verificar qual nó possui número de incógnitas menor para obter os esforços internos 

normais ou axiais em suas hastes. 

Exemplos: 

1. Calcule os esforços internos da treliça abaixo. 
 

 

Número de reações: r = 3 

Número de barras: b = 9 

Número de nós: n = 6 

 
b + r  =  9 + 3  =  12 

2 ×  n =  2 ×  6 =  12 

12=12:  restringida 

 
Classificação: Isostática 

Reações: 

 
10 ×  1  RYA ×  2  2 ×  1,3 =  0 

10  RYA ×  2  2,6 =  0 
7,4 

RYA =  =  3,7kN 
2 

 
RYA +  RYB  10 =  0 

RYB =  10  3,7 =  6,3kN 
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Depois de calculadas as reações isolamos os nós até encontrarmos todas as 

reações. 

Ɇ Nó A: 
 
 

 
 
 
 

Ɇ Nó B: 

 

 

As forças NBC e NAC apresentaram resultados negativos, isso quer dizer que o 

sentido que foi arbitrado, como saindo do nó (tracionando), na realidade, são 

comprimidas. 

Os esforços internos estão dispostos no desenho a seguir: 

ɻ =  tanɀ1 =  52,43° 
1,3 

1 
 

 

NAC =   
ÓÉÎɻ 

=   
0,793 

=  4,67kN 

 3,7 

 
 

4,67 × 0,610 +  NAB =  0 
NAB =  4,67 ×  0,610 =  2,85kN 

 
1 
 

 

NBC =   
ÓÉÎɻ 

=   
0,793 

 χȟωυË. 
NAB =  NBA 

 6,3 
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2. Calcule os esforços internos da treliça abaixo. 
 

 
 
 

Reações: 
+u  ɫ-A =  0 

10 × 1 +  RYB ×  2 + 10 ×  1  10 ×  1  10 × 2  20 × 3 =  0 
90 

RYB =  
2 

=  45kN 

ɫ&Y =  0 
RYA +  RYB  10  20  10  10  20  10 =  0 

RYA =  80  45 =  35kN 

 
ɫ&X =  0 

RXB =  0 
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10  NCAsin45° =  0 

NCA =   
sin45° 

=   
0,707 

=  14,14kN 
ἚἍἋ  , ἳἚ 

NCA =  NAC 

10 10 

 
NCD +  NCAcos45° =  0 

NCD +  ( 14,1)cos45° =  0 
ἳἚ 

NCD  

 
 

Após calculadas as reações, analisaremos cada nó separadamente e 

calcularemos os esforços internos. É preciso ter atenção ao escolher os nós. Como são 

duas equações de equilíbrio, cada nó deve ter apenas duas incógnitas. Por isso 

escolhemos o nó C para iniciar, mas poderíamos ter escolhido também o nó G pelo 

mesmo motivo. À medida que as forças internas são calculadas, outros nós poderão ser 

escolhidos. 

Ɇ Nó C: 

 

 
 
 
 
 
 

Ɇ Nó A: 
 

 

ɫ&Y =  0 
RYA + NAD + NACsin45° =  0 

NAD =  35  ( 14,1)sin45° 
=  25kN 

ἚἋἎ =  ἳἚ 
NAD =  NDA 

 

ɫ&X =  0 

NAH  NACcos45° =  0 

NAH =  NACcos45° 

NAH =  ( 14,1)cos45° =  10kN 
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Ɇ Nó D: 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

Ɇ Nó E: 
 

 
 

 
NDH =  

sin45° 

20  ςυ 
=  

0,707 
=  7,07kN 

ἚἎἒ  ἳἚ 
NDH =  NHD 

 

 

 
NDE =  10  7,1cos45° =  5kN 

  ἳἚ 
NDE  

ɫ&Y =  0 

10  NEH =  0 

ἚἏἒ =  ἳἚ NEH =  NHE 

 

ɫFX =  0 

NED + NEF = 0  NEF =  NED 
=  5kN 

ἚἏἐ =  ἳἚ NEF =  NFE 
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Ɇ Nó H: 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
Ɇ Nó B: 

 

 

 
Ɇ Nó G: 

 

 

Os resultados calculados neste exemplo são apresentados no desenho seguinte: 

 
 

 
 

 

sin45° 
10  ( 10)  7,1sin45° 

sin45° 
10 + 10  7,1sin45° 

NHF =  
sin45° 

Ἒἒἐ = ,  ἳἚ 
NHF =  NFH 

 

 

 
=  20kN 

ἳἚ 

NHB  

 
 

 
 

cos45° 
=  

20 +  0 

0,707 
=  28,3Ὧὔ 

ἚἌἑ =  ,  ἳἚ 

 

 
 

RYB + NBF + NBGsin45° =  0 

NBF =  45  ςψȟσ ÓÉÎτυЈ 
NBF =  45 +  28,3sin45° =  25kN 

ἳἚ 

NBF  

ɫ&X =  0 

NGF  NGBcos45° =  0 

NGF =  NGBcos45 =  ςψȟσ ÃÏÓτυЈ 

Ἒἑἐ =  ἳἚ NGF =  

NFG 



ECV 5219 ï Análise Estrutural I - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 26  
Prof a. Ângela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Prof a. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Profª Nora Maria De Patta Pillar (ECV/CTC/UFSC) 

Grupo de Experimentação e Análise de Estruturas - GRUPEX 
Colaboração: Programa de Educação Tutorial - PET 

 

 

 

 

 

Cremona: 

 
Este método de resolução de treliças utiliza a forma gráfica. Através do equilíbrio 

gráfico dos vetores concorrentes nos nós é possível saber as forças internas da treliça. 

Dessa forma, é preciso que as forças estejam em escala e que se tenha precisão de 

ângulos. Neste método é analisado nó a nó e deve se começar pelo nó com até duas 

forças desconhecidas. Como nos nós das treliças as forças resultantes são zero, o 

desenho final deve ser um polígono fechado de vetores, ou seja, a origem do 1º vetor 

deve coincidir com a flecha do último vetor. 

 

 
Exemplo: 

1. Calcule as forças internas da treliça indicada abaixo pelo método de Cremona. 
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Os resultados estão dispostos a seguir: 
 
 

 
Passos para resolução da treliça: 

Escolha um nó que possua até duas incógnitas. No caso desta treliça, todos os nós 

só possuem duas forças desconhecidas, então se optou pelo nó A. 

Cálculo das Reações: 

 
40 ×  1,3  20 ×  1 +  RYB ×  2,0 =  0 

40 × 1,3 + 20 × 1 
 

2,0 
ἠἧἌ =  Ἒ 

=  36N 

 

 
ἠἧἋ =  Ἒ 

 
 

ἠἦἋ =  Ἒ 
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1. Adotar uma escala para todo o problema. 

 

 
2. Colocar as forças que estão aplicadas no nó em escala, direção e sentido iguais 

ao da treliça. Escolher uma força para começar e no final desta força aplicar as 

demais sucessivamente. Uma sugestão é colocar as forças seguindo o sentido 

horário para que nenhuma seja esquecida. 

 
3. Traçar uma linha mestra na direção da barra que se quer descobrir a força interna 

no local onde se desenhou a última força conhecida. 

 

 
4. Continuar traçando as linhas mestras até que todas as barras estejam 

representadas e que se chegue novamente no ponto de início. No caso do 

exemplo, sabemos que devemos fechar o polígono, então traçamos a reta AB na 

direção da barra AB passando pelo ponto de início do polígono. 

 
5. Traçar as forças e medir seus tamanhos. A força terá o valor medido de acordo 

com a escala. Por isso é importante que os ângulos e a escala estejam corretos já 

que o resultado depende da habilidade de quem desenha. 
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Exemplo: 

2. Resolva as forças internas da treliça segundo o método de Cremona. 
 

 
 

 
As resoluções estão desenhadas a seguir de acordo com os nós. Foram seguidos os 

passos do exemplo 1. 

Cálculo das Reações: 

 
20 ×  6  20 × 12  20 ×  18 +  RYB ×  12 

=  0 
20 × (6 +  12 +  18) 

 
12 

ἠἧἌ =  ἳἚ 

=  60kN 

 
 

ἠἧἋ =  ἳἚ 

 
 

ἠἦἋ =  ἳἚ 
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Notação Bow: 

 

É uma forma de notação da treliça que permite que através de um único gráfico 

se resolva a treliça. Para usar esta notação devemos marcar com letras os espaços 

compreendidos entre forças e as forças serão indicadas pelas duas letras que ficarão 

entre elas. 

Primeiro busque traçar as forças que já são conhecidas. Para encontrar as forças 

internas trace paralelas às barras nos pontos que você deseja encontrar; 

preferencialmente começar por aquelas com dois pontos conhecidos e encontrar o outro 

ponto pela intersecção de duas retas. 

Seja a treliça do exemplo anterior: 
 

 
 

Escala usada nos gráficos:  
 

Para descobrirmos a próxima letra devemos analisar a estrutura e os pontos que 

já são conhecidos. 

Vamos iniciar  pelas forças conhecidas. 

Pela escala fazemos o gráfico ab de 60kN 

segundo direção, sentido e intensidade 

da força. Após isso, traçamos bc de 60kN 

para a esquerda. 

A partir  do ponto c temos as forças cd, de 
e ef de 20kN. Dessa forma, voltamos ao 
ponto b, por isso b=f.  



ECV 5219 ï Análise Estrutural I - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 32  
Prof a. Ângela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Prof a. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Profª Nora Maria De Patta Pillar (ECV/CTC/UFSC) 

Grupo de Experimentação e Análise de Estruturas - GRUPEX 
Colaboração: Programa de Educação Tutorial - PET 

 

 

 

 

 
 

 

Com a notação de Bow a resolução pelo método gráfico se torna mais 

simplificada, já que é preciso desenhar apenas uma vez o gráfico. 

 

Seções de Ritter: 

 
Este método é mais utilizado quando se quer conhecer determinados esforços das 

barras, verificar esforços em estruturas construídas. Inicialmente secciona-se a estrutura 

de modo que se obtenha as forças desejadas dessa seção, resultando duas partes da 

treliça; através delas poderão ser encontradas as forças desejadas. É importante lembrar 

que a seção não pode cortar mais do que três barras com esforços desconhecidos, para 

que não se tenha mais incógnitas do que equações; estas três barras não podem ser 

concorrentes, paralelas entre si. Contudo, duas a duas podem ser concorrentes no 

mesmo ponto ou paralelas entre si. 

Com os dados iniciais, podemos 

encontrar o ponto g. Para isso, traçamos 

uma reta paralela à reta cg que passa 

pelo ponto c, e novamente uma reta 

paralela ag que passa pelo ponto a. A 

intersecção dessas duas retas dará então 

o ponto g. 

O comprimento das retas representam a 
intensidade das respectivas forças 

internas das barras da treliça. 
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Para resolver basta usarmos as equações de equilíbrio em uma das partes da 

seção. A escolha vai depender do calculista. Geralmente utiliza-se a seção mais simples, 

que necessite de menos cálculos iniciais. 

Neste método é usual utilizarmos uma equação de equilíbrio de translação e duas 

equações de equilíbrio de momentos convenientemente escolhidas, de forma a resolver 

mais fácil e rapidamente os esforços nas hastes seccionadas. 

Este método é apropriado para treliças com altura ou comprimento constante 

(treliças tipo Shed). 

 

 
Exemplos: 

1. Considere a treliça a seguir: 
 
 

 

Para isso, precisamos encontrar as reações dos apoios da treliça. Segue abaixo 

os cálculos: 
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Suponha que se deseja descobrir o esforço interno nas barras ὔGD, ὔCD, ὔGF. Ao 

observar a estrutura é necessário verificar a melhor forma de obter esses resultados. No 

caso do exemplo a seção passa entre a barra CD até GF permitirá que se obtenha essas 

informações. Ao cortarmos a estrutura escolhemos a parte superior por ser a mais 

simples. Para os cálculos arbitra-se como tração, como no método de isolamento dos 

nós. 

 vɫ-B =  0 

RYA ×  2  1 ×  1  1 ×  2 +  2 ×  2 
=  0 

1 
RYA =  

2 
=  0,5Kn 

 
ɫ&Y =  0 

RYA  2 +  RYB =  0 

0,5  2 +  RYB =  0 

ἠἧἌ =  , ἳἚ 

 

 
ɫ&X =  0 

ἠἦἌ =  ἳἚ 



ECV 5219 ï Análise Estrutural I - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 35  
Prof a. Ângela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Prof a. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Profª Nora Maria De Patta Pillar (ECV/CTC/UFSC) 

Grupo de Experimentação e Análise de Estruturas - GRUPEX 
Colaboração: Programa de Educação Tutorial - PET 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

OBS: Nota-se no cálculo acima, que não entraram as reações de apoio. 

Para   encontrar 
fazer ɫὓD =  0. 

╝╕╖ devemos 

Para    encontrar    ╝╓    usamos 
ɫὓG =  0. 

Lembrando que podemos 

utilizar um ponto que não 
aparece no corte pois mesmo em 

um ponto fora da estrutura o 

momento deverá ser zero já que 

o braço de alavanca é nulo. 

Para encontrar ╝╓╖ usaremos 
ɫὊK =  0 ou ɫὊF =  0. 

No caso da estrutura estudada 
utilizaremos ɫὊK = 0 pois 

utilizará  menos forças. 

ɼ =  tanɀ1 
1 

=  26,56° 
2 

ÃÏÓɼ =  0,894 

ÓÅÎɼ =  0,447 

 

NFG ×  2 =  0 

Ἒἐἑ =   

 
 

NDC ×  2  1 ×  1 +  2 ×  2 =  0 
1  4 3 

NDC =  
2 

=   
2 

=  1,5kN 

ἚἎἍ =  , ἳἚ 

 
 

1 +  NDGÃÏÓɼ =  0 

NDG =   
ÃÏÓɼ 

=   
0,894 

=  1,12kN 

ἚἎἑ =  , ἳἚ 

1 1 
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Os mesmos valores devem ser encontrados se analisarmos a outra parte da 

estrutura. Encontraremos as forças internas usando a outra parte da seção; elas devem 

ser iguais às encontradas na primeira parte do exemplo. 

 

 
Como esperado, as forças internas são as mesmas calculadas na primeira seção 

escolhida. 

Para encontrar ὔCD devemos fazer 
ɫὓG =  0. 

Para encontrar ὔG usamos ɫὓD =  0. 

Para encontrar 
ɫὊK =  0. 

 utilizamos 

ɼ =  tanɀ1 
1 

=  26,56° 
2 

 uɫ- =  0 

 
 

2 

NCD =  1,5kN 

 

=  1,5kN 

 
=  0 

1  3 + 4  
 

2 

 

=  0kN 

 

2  1 
NGD =   

0,894 
=  1,12kN 

NGD =  1,12kN 
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2. Treliça tipo Howe, tesouras de telhado. Calcule as forças internas NCD, NCG, NFG. 

 

 

 

Cálculo das Reações: 

 uɫὓA =  0 

1 ×  2,5  2 ×  5  1 ×  7,5 +  RYB ×  10 

ɂ 0,5 ×  4,5 =  0 

2,50 + 10 + 7,50 + 2,25 
 

=  2,225kN 

ἠἧἌ =  , ἳἚ 

 

RYA =  4  2,225 =  1,775kN 

ἠἧἋ = , ἳἚ 

ɫ&X = 0 

RXA +  0,5 =  0 
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ɼ =  tanɀ1 
4,5 

=  41,99° 
5,0 

ÓÉÎɼ =  0,669 

ÃÏÓɼ =  0,743 

 

 

1,775 ×  2,50 +  NFG ×  2,25  0,5 ×  2,25 =  0 

4,4375 + 1,125 
 

2,25 
=  2,47kN 

Ἒἐἑ =  , ἳἚ 

 

RYA ×  5 + 1 ×  2,5  NCDÓÉÎɼ ×  2,5  NCDÃÏÓɼ ×  2,25 =  0 

8,875 +  2,5  (NCD ×  0,669 ×  2,5)  (NCD ×  0,743 ×  2,25) =  0 

6,375 
 

ɫ&Y =  0 

RYA  1 + NCDÓÉÎɼ  .CGÓÉÎɼ =  0 

1775  1 +  1,91x 0,669  NCGÓÉÎɼ =  0 

1,775  1  1,91 ×  0,669 
 

0,669 

 

=  0,75kN 
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4. Reações de apoio segundo as regras de 

Superposição dos Efeitos 

 
Quando há uma força ou momento aplicada em uma viga com determinado tipo 

de apoio, surgirão reações nos apoios, de modo que a estrutura fique estática. Cada tipo 

de esforço corresponderá à reações iguais e com sentidos opostos aos mesmos. O valor 

total final das reações será a superposição das reações parciais de cada carga aplicada. 

Essas regras auxiliam na hora de calcular as reações dos apoios da estrutura e diminuem 

o tempo dos cálculos. 

Considerando convenção positiva ou convenção de Grinter: 

Ɇ Estas regras são válidas apenas para vigas horizontais. 

Ɇ Superpõe-se individualmente os efeitos de cada carga atuante na viga. 

 
 

1ª Regra: Força concentrada entre apoios 

 
Para os cálculos das reações considere a viga biapoiada, desenhada  abaixo: 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

        Obs:  Essa força concentrada poderá ser uma resultante de uma carga distribuída.  
       Neste exercício  a reação horizontal não ocorre pois não tem carga ativa horizontal. 
 

Para encontrar Ὑὃȡ 

ᵤ ɫὓ   π 

Ὑὃ ὒ Ὂ ὦ π 

Ὑὃ  
Ὂ ὦ

ὒ
 όὲὭὨὥὨὩ ὨὩ Ὢέὶëὥ 

 

 
 

Para encontrar Ὑὄȡ 

ᵤ ɫὓ   π 

Ὑὄ ὒ Ὂ ὥ π 

Ὑὄ  
Ὂ ὥ

ὒ
 όὲὭὨὥὨὩ ὨὩ Ὢέὶëὥ 
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DCL (Diagrama de Corpo Livre): 

 
 
 

A reação no apoio, quando uma carga F é aplicada entre dois apoios sobre a viga, 

será o valor da força multiplicada pela distância  entre a força e o apoio oposto, dividido 

pela distância entre os apoios, com o sinal que lhe é pertinente. 

 
 

2ª Regra: Momento aplicado entre dois apoios 

 
Considere o momento aplicado M em força x distância perpendicular à carga em 

uma viga como a ilustrada abaixo: 

  

 

 

O lado B tende a levantar, por isso a resultante neste ponto é negativa, visto que o apoio 
está apoiado na extremidade B. Outro aspecto importante de se observar é que a posição 
em que o momento se encontra não interfere no valor da reação, apenas a distância entre 
os apoios. 

Para encontrar Ὑὄ: 

+u  ɫ-A =  0 

Ὑὄ × L + M =  0  

Ὑὄ  [unidade de força] 
 

Para encontrar Ὑὃ: 

+u  ɫ-B =  0 

Ὑὃ ×  L +  M =  0  

Ὑὃ  [unidade de força] 
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DCL: 

 
 

Momento em uma viga apoiada produz reações que valem o momento dividido 

pelo vão entre os apoios com o sinal que lhe é pertinente. As reações independem da 

posição da carga momento na viga. 

 

3ª Regra: Viga engastada 
Seja uma viga engastada no ponto A e uma força concentrada F aplicada em um 

ponto a uma distância L conforme a figura abaixo: 

 

 
 

DCL: 

 

Para encontrar Ὑὃ: 

+ᴻ  ɫ&Y = 0  

RYA  F =  0 

RYA =  F [unidade de força] 

Para encontrar MA: 

+u  ɫ-A =  0 

F ×  L +  MA =  0 

MA =  F ×  L [unidade de momento] 
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Viga engastada terá como reação vertical, o somatório de todas as componentes 

verticais atuantes na viga com sinal invertido. A reação momento será o somatório de 

todos os momentos produzidos pelas cargas atuantes com sinal oposto. Por fim, se 

houver reação horizontal, será o somatório de todas as componentes horizontais 

atuantes na viga com o sinal invertido. 

 

4ª Regra: Viga apoiada com balanço 

 
Analisaremos neste caso, apenas o efeito das cargas atuantes na parte em balanço 

da viga  apoiada. Pois, as cargas atuantes entre os apoios obedecem às regras 1 e 2 

anteriormente demonstradas. 

 
 

  

Para este caso, percebe-se que a reação em A é negativa, pois  contraria a direção 

inicialmente arbitrada no cálculo analítico das reações. Esse é um resultado onde 

verificamos que a força aplicada em um balanço gera uma rotação na viga; a ponta A 

tende a subir ao aplicarmos a for­a no balan­o, portanto a rea­«o em A ñpuxaò a viga 

para baixo de modo que ela não gire. 

Viga simplesmente apoiada com balanços, as reações de apoio produzidas pelas 

cargas no balanço seguem conforme abaixo: a reação vertical no apoio oposto ao 

balanço será o momento do balanço dividido pelo vão entre os apoios com o sinal que 

lhe é pertinente; a reação vertical no apoio vizinho ao balanço será o momento do 

balanço dividido entre o vão dos apoios mais a carga do balanço com o sinal que lhe é 

pertinente. 

Obs.: Com cargas verticais para baixo atuantes no balanço, haverá um alívio no 

apoio oposto ao balanço e uma sobrecarga no apoio vizinho ao balanço. 

Para encontrar RYB: 

 

RYB ×  ,  &  (L + c) =  0 

F × (L + c)   F × L + F × c 
RYB =  

L 
=   

L
 

 
F ×  c 

L 
[unidade de força] 

Para encontrar RYA: 

 

RYA ×  L  F ×  c =  0 

F × c 
RYA =   

L 
[unidade força] 
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Exemplos: 

1. Calcule as reações da viga abaixo: 
 

 

 
Inicialmente, é necessário encontrar a força equivalente ao carregamento distribuído. 

 
 

 

 
Para isso, é necessário multiplicar o carregamento pela distância. A força estará 

aplicada no meio do carregamento. Neste caso, na posição x=5m. 

 

 
 
 

╡╨║ 
 

Ν ╡▄▌►╪ȡ 
σπ υ

ρπ
 
ςπχȟυ

ρπ
ρυ ρυ σπὯὔ 

Ν╡▄▌►╪ȡρπ
ρπςȟυ

ρπ
ρπ ςȟυ ρςȟυὯὔ 

Ὑ τςȟυὯὔ 

╡╨═ 
 

Ν ╡▄▌►╪ȡ 
σπ υ

ρπ
 
ςπςȟυ

ρπ
ρυυ ςπὯὔ 

Ν╡▄▌►╪ȡ
ρπςȟυ

ρπ
ςȟυὯὔ 

Ὑ ρχȟυὯὔ 
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2. Calcule as reações da viga a seguir: 
 

 

 
 

No início do exercício é recomendado encontrar a resultante do carregamento e 

decompor o vetor nos eixos x e y. A resultante de um carregamento triangular é 

encontrada através da área do triângulo. Neste exercício será: 
 

 
As decomposições substituirão a força inclinada. Os cálculos são: 

 
 

 

F3 =  
2 ×  6 

2 
=  6kN 

F2X =  F2 × cos60° =  10 ×  0,5 =  5kN 

F2Y =  F2 × sin60° =  10 ×  0,866 =  8,66kN 

=6kN 
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Ɇ Pórtico Isostático 

 
RXA 

+O  ɫ&X =  0 

RXA +  40 =  0 

RXA =  40kN 

ὙYB 

+u  ɫ-A =  0 

RYB Ͻ 8  60 Ͻ 4  40 Ͻ 6 +  80 =  0 

8 Ͻ RYB =  400 

RYB =  50kN 

RXB 

+O  ɫ&X = 0 

RXB  &ςX =  0 

RXB =  F2X 

RXB =  5kN 

ὙYA 

+u  ɫ&Y =  0 

          RYA + 2 φπ π  

       RYA =  60  2   

         RYA =  10kN 

╡╨║ 

Ν ╡▄▌►╪ȡ 
φ ς

ρς
 
ψȟφφφ

ρς
ρ τȟσσ υȟσσὯὔ 

Ν╡▄▌►╪ȡ
υ ς

ρς
πȟψσσ πȟψσσὯὔ 

Ν╡▄▌►╪ȡ 
υ

ρς

ρς

ρς
πȟτςρ πȟυψὯὔ 

Ὑ ȟ ▓╝ 

╡╨═ 

Ν ╡▄▌►╪ȡ 
φ ρπ

ρς
 
ψȟφφφ

ρς
υ τȟσσ

ωȟσσὯὔ 

Ν╡▄▌►╪ȡυ
υ ς

ρς
υ πȟψσσυȟψσσὯὔ 

Ν╡▄▌►╪ȡ 
υ

ρς

ρς

ρς
πȟτςρ πȟυψὯὔ 

Ὑ ȟ ▓╝ 

80kN.m 
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   Ɇ    Pórtico Triarticulado Isostático 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ɇ Momento Fletor em C é nulo (esq. ou dir.) 
Å  

 

 

RYB 4 Ͻ +  12 Ͻ 2  20 Ͻ 4  40 Ͻ 2 =  0 

4 Ͻ RYB =  136 

136 
 

ἠἧἌ =  ἳἚ 

RXAe RXB 

 

+O  ɫ&X =  0 

RXA +  RXB +  20  12 =  0 

ἠἦἋ + ἠἦἌ =  kN 

ὙYA 

+ᴻ  ɫ&Y =  0 

RYA + RYB  τπ =  0 

RYA =  6kN 

Análise à Esquerda da Rótula 

ὓC  (6 ×  2) +  (20 ×  1) +  (ὙxA ×  4) 
=  0 

ou ὓC =  (6 ×  2)  (20 ×  1)  (4ὙxA)  

mas ὓC =  0 4ὙXA =  12  20 =  8 

ὙXA =  2Ὧὔ 

ὙXB =  8 +  2 =  6Ὧὔ 

DCL 
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Esforços em Estruturas 

 
As estruturas são elementos de uma edificação que estão submetidas aos mais 

variados esforços, e que tem como constituição primária as partes resistentes que 

garantem a estabilidade de um objeto de projeto, como por exemplo, uma edificação. 

Dentre os esforços que atuam nas estruturas, tem-se: 

 
 

O principal objetivo de determinar os valores dos esforços aos quais uma estrutura 

está submetida resume-se ao traçado dos seus diagramas de esforços internos, que 

mostram os pontos mais vulneráveis da estrutura, possibilitando a realização do 

dimensionamento da estrutura. 

No entanto, para que o traçado destes diagramas siga o padrão correto, faz- se 

necessário conhecer a convenção de sinais adotada, conforme figura abaixo: 
 
 

 
Ou seja, se analisarmos o elemento estrutural pelo seu lado esquerdo, devemos 

considerar como positivo os sentidos considerados do lado esquerdo desta convenção. 
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Por outro lado, se analisarmos o elemento estrutural pelo seu lado direito, devemos 

considerar positivos os sentidos considerados do lado direito desta convenção. 

Utilizando o método das seções para determinação de esforços internos, objeto 

de estudo da análise estrutural, pode-se enunciar quatro situações que facilitam o 

traçado dos diagramas. Para tal, praticam-se seções toda a vez que houver modificação 

de carga, ou de geometria 

Os gráficos de momentos fletores serão traçados do lado das fibras tracionadas. 

Portanto, observa-se pela convenção acima, que os momentos positivos serão traçados 

do lado de baixo da haste em análise. 

Por outro lado, os gráficos de cortantes e normais positivos, usualmente são 

traçados acima do eixo da peça, e os negativos, abaixo do eixo da peça. 

Lembrete: Em Engenharia Civil, onde preferencialmente usam-se estruturas de 

concreto armado, na maioria dos casos, as cargas que atuam sobre as vigas são verticais 

para baixo, atuando ao longo do comprimento da viga, o que provoca tração nas fibras 

inferiores, e compressão nas superiores, quando submetidas à flexão. Daí que se 

convencionou, que o lado positivo do diagrama de momentos fletores é o lado inferior, 

onde as fibras da estrutura sofrem esforços de tração, e onde deverá ser colocada a 

armadura de tração correspondente. Por outro lado, se a tração é nas fibras superiores, 

o momento fletor será traçado no lado de cima do eixo da viga e, consequentemente, 

será um momento fletor negativo. 

1ª Situação: Trecho Descarregado Entre Cargas 

 
Expande-se então a seção e utiliza-se a convenção de Grinter para satisfazer as 

Equações do Equilíbrio de Newton e calcular os valores dos Esforços Normais, Cortante 

e Momento Fletor da Seção 1. 
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A partir dos resultados obtidos, vemos que não há esforço normal atuante neste 

trecho e o esforço cortante corresponde ao valor da Reação do apoio A no eixo das 

ordenadas. Já para o momento fletor, tem-se que: 

Ɇ x = 0; ὓA = 0 

Ɇ x = a, ὓmáx = 
Pab 

L 

Agora, analisando a viga pela direita, temos a Seção 2, a ser resolvida: 

ɫἐἧ =   

 
ɂ VS1 =  0 

L 

ὖb 
 

ɫἐἦ =   

 

ɫἙἡ =   

MS2 +  Pa x = 0 
                    L 

  MS2 =  Pa  x  
                    L 

  

     ɫἐἧ =   

Pa  +  VS2 =  0 
L 

VS2 =  -Pa    
            L 

ɫἐἦ =   

NS2 =  0 

╜╢  

ὓ
ὖὦὼ

ὒ
π 

ὓ
ὖὦὼ

ὒ
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A partir dos resultados obtidos, vemos que não há esforço normal atuante neste 

trecho e o esforço cortante corresponde ao negativo da reação de apoio no ponto B no 

eixo das ordenadas. No entanto, para o momento fletor: 

Ɇ x = 0; ὓB= 0 

Ɇ x = b, ὓmáx = 
Pab 

L 

Com as seções resolvidas, o traçado dos diagramas pode ser feito: 

OBS: Como o momento fletor resultou positivo para toda a viga, este será traçado 

do lado de baixo do eixo da viga. 

No ponto de aplicação da carga, haverá uma descontinuidade no valor da mesma 

no diagrama de esforço cortante, e no momento fletor será um máximo, ocorrendo 

um ponto de inflexão na estrutura. 

Diagrama de Esforço Normal (DEN) 
 
 
 

 
 

Diagrama de Esforço Cortante (DEC) 
 

Diagrama de Momento Fletor (DMF) 
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Portanto, podemos enunciar a primeira situação: 

Trecho descarregado entre cargas produz cortantes constantes e fletores de 

variação linear. No ponto de aplicação de uma carga concentrada haverá uma 

descontinuidade de igual valor no diagrama de esforços cortantes e é um ponto de 

inflexão no diagrama de fletores. 

2ª Situação: Carga Momento Aplicada 
 

 
Assim como na primeira situação enunciada, utilizando o método das seções e 

as Leis de Equilíbrio de Newton, resolve-se a primeira seção: 
 
 

  

ɫἐἦ =   

NS1 =  0 

     ɫἐἧ =   
ὓ

ὒ
 ὠ π 

 ὠ  
╜

╛
 

 

ɫἙἡ =   

ὓ  
ὓ

ὒ
ὼ π 

ὓ  
╜

╛
● 
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Como não atuam forças externas horizontais ou inclinadas sobre a seção analisada pode-se afirmar que 

o Esforço Normal é nulo. O esforço cortante, no entanto, será constante e terá o valor da reação de apoio em A, 
com a convenção de sinais pré- estabelecida. Para o momento fletor, tem-se: 

Ɇ ὼ πȠ ὓ π 

Ɇ ὼ ὥȠὓὅ
ὓὥ

ὒ
 

 

Para a seção S2, temos: 

 

 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

De mesmo modo, como não atuam forças horizontais ou inclinadas sobre a viga, 

não há esforço normal. O esforço cortante, no entanto, terá mesmo valor da reação de 

apoio em A, orientada ao longo do eixo das ordenadas. Para o momento fletor, tem-se: 

Ɇ ὼ πȠ ὓ ὦ 

Ɇ ὼ ὦȠ ὓ π 

Com as seções resolvidas, o traçado dos diagramas pode ser feito: 

Diagrama de Esforço Normal (DEN) 
 

 

ɫἐἦ =   

NS2 =  0 

    ɫFY =   
ὓ

ὒ
ὠ π 

ὠ
ὓ

ὒ
 

    Вὓ π 

ὓ
ὓ

ὒ
ὥ ὼ ὓ π 

ὓ ὓ
ὓ

ὒ
ὥ ὼ 
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Diagrama de Esforço Cortante (DEC) 
 
 

 

Diagrama de Momento Fletor (DMF) 
 
 
 

 
 

Conclui-se, portanto, que: 

Carga momento aplicada produz uma descontinuidade do mesmo valor do 

momento aplicado, no ponto de aplicação do momento no diagrama de momento 

fletor. 

OBS: Dependendo da posição do momento na viga, este cresce positivamente ou 

negativamente seguindo a inclinação de cada reta. 

Ɇ Momento no apoio A: 
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Diagrama de Momento Fletor (DMF) 
 

Ɇ Momento no ponto B: 

 

 

 
Diagrama de Momento Fletor (DMF) 
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ɫἐἦ =   

NS1 =  0 

 
 

3ª Situação: Carga Uniformemente Distribuída 

OBS: Com uma seção apenas é possível resolver todos os esforços internos 

nessa situação pois só temos uma única carga distribuída ao longo de todo 

vão da viga simplismente apoiada. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Utilizando o método das seções e as Leis do Equilíbrio de Newton, resolve-se a 

seção: 

 

    ɫἙἡ =   

ὓ  
ήὒ

ς
ὼ  
ήὢ

ς
π 

ὓ
▲╛
●  
▲╧

 

 

  ɫἐἧ =   

 
ήὒ

ς
 ήὢ ὠ π  

ὠ  
▲╛

 ▲╧  
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Como não atuam cargas horizontais ou inclinadas sobre a viga, pode-se afirmar 

que o esforço normal será nulo. 

No entanto, para o esforço cortante, tem-se: 

Ɇ x = 0; ὠA 

Ɇ x = L; ὠB 

 

= 
qL 

2 

=  
qL 

2 

¶  x =  ; ὠ = 0 

Obs.: Temos especial interesse onde ocorre o esforço cortante nulo entre cargas, pois 

neste ponto ocorrerá um momento fletor máximo. 

Para o momento fletor, tem-se: 

Ɇ x = 0; ὓA = 0 

Ɇ x = L, ὓB = 0

Ɇ x =  ; ὓ Ü = 
ό

  (Fórmula conhecida para o caso de viga simplesmente apoiada com carga 

uniformemente distribuída) 

 
Com as seções resolvidas, o traçado dos diagramas pode ser feito: 

Diagrama de Esforço Normal (DEN) 
 

 
Diagrama de Esforço Cortante (DEC) 
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Diagrama de Momento Fletor (DMF) 

 

 
Conclui-se, portanto, que: 

Um trecho com carga uniformemente distribuída produz cortantes de 

variação linear e fletores parabólicos de segundo grau. 

OBS.: Entre cargas onde o cortante é nulo haverá um máximo momento fletor. 

OBS: A concavidade das parábolas de momentos fletores obedece a regra: 
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4ª Situação: Trecho sob efeito de carga triangular 

Ɇ Seção 1: 

 

 
 

Neste caso, é interessante determinar inicialmente o valor de qô, que é a 

ordenada genérica da carga triangular por onde passa a seção S1, através de 

semelhança de triângulos. 
 
 

Onde x é a distância horizontal até o ponto onde passa a seção S1, cuja altura é qô. 

q 

L x 
 

 qx 

L 
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Utilizando então o método das seções e as Leis do Equilíbrio de Newton, tem- 

se: 
 

 
 

 

 

 

 

 

Como não atuam forças horizontais ou inclinadas sobre a viga, pode-se afirmar  que o 

esforço normal é nulo. 

Para o esforço cortante, tem-se: 

¶ x = 0, ὠ   

¶ x = L, ὠ    

¶ x =  ὒ   = 0,577L, ὠ  π  (Este será o ponto de fletor máximo) 

Para o momento fletor, tem-se: 

Ɇ x = 0, ὓA = 0 

Ɇ x = L, ὓB = 0 

Ɇ x =  ὒ   = 0,577L;ὓ Ü πȟπφτήὒ 

 
 

 

 

Com as seções resolvidas, o traçado dos diagramas pode ser feito: 

ɫἙἡ =   

ὓ  
ήὒ

φ
ὢ  

ήὢ

ςὒ
 
ὢ

σ
π 

ὓ  
▲╛
╧  

▲╧

╛
  

ɫFY =   
ήὒ

φ
 
ήὢ

ςὒ
ὠ π 

 ὠ
▲╛

 
▲╧

╛
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Diagrama de Esforço Normal (DEN) 
 
 
 

 
 

Diagrama de Esforço Cortante (DEC) 
 

Diagrama de Momento Fletor (DMF) 
 

Conclui-se, portanto, que: 

Um trecho com carga triangular produz esforço cortante parabólico de 

segundo grau e momento fletor parabólico de terceiro grau. 

A concavidade da parábola do segundo grau do diagrama de cortantes obedece 

a concavidade do estudo de parábolas da geometria analítica. Neste caso, o termo em 

x² é negativo indicando que a parábola correspondente terá concavidade para baixo. Se 

o termo em x² do cortante for positivo terá concavidade para cima.  

0.577L 

2º Grau 

3º Grau 
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Para o caso dos carregamentos triangulares aplicados de maneiras distintas sobre 

o elemento, o comportamento dos diagramas de esforço cortante e momento fletor será: 

a) Caso 1 
 

 
DEC 

 

DMF 
 

 

 
Conforme explicado no caso 3, a concavidade da parábola de terceiro grau, neste 

caso, segue a ilustração abaixo: 

 

2º Grau 

3º Grau 
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b) Caso 2 
 

 
DEC 

 

 

 
DMF 

 

 
Neste caso, segue esta concavidade para o momento: 

 
 
 



ECV 5219 ï Análise Estrutural I - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 63  
Prof a. Ângela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Prof a. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Profª Nora Maria De Patta Pillar (ECV/CTC/UFSC) 

Grupo de Experimentação e Análise de Estruturas - GRUPEX 
Colaboração: Programa de Educação Tutorial - PET 

 

 

 
 

c) Caso 3 

 

 
DEC 

 

 
DMF 

 

0.577L 
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Por analogia podemos concluir o que segue: 

 

 
Exemplo 1 

 
 

 

Primeiramente, é necessário realizar o cálculo da resultante da carga 

uniformemente distribuída. 

 

 
Desse modo, obtemos a seguinte configuração: 

 

▲ x ╛ =  ╕ 

 x  =   ▓╝ 

Onde: 

q = Valor da carga uniformemente distribuída; 

L= Distância da viga em que a carga está submetendo os esforços. 
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Aplicando as quatro situações distintas vamos resolver esta viga simplesmente 

apoiada. 

 

Após calcular a resultante da carga uniformemente distribuída, é possível calcular 

as reações de apoio: 
 
 
 

 

Com as de apoio encontradas, pode-se então, calcular os esforços internos 

atuantes na viga. Dessa forma, como não há nenhuma força atuando no eixo x é possível 

afirmar que o Diagrama de Esforço Normal é nulo: 

DEN (kN): 
 

DEC (kN):    
Para o cálculo do Diagrama do Esforço Cortante é possível calculá-lo tanto pelo lado direito quanto pelo 

lado esquerdo, lembrando sempre que: 
 
 

Reação em A: 

10 x 7 
 ᴻ

7 
=  10 

 ᴻ
60 x 4 

7 
=  34,29 

 Ȣ
15 x 1 

7 
=  2,14 

 ᴻ42,15 Ὧὔ 

Reação em D: 

 ᴻ

 ᴻ 0 

60 x 3 

7 
=  25,71 

 ᴻ
15 x 1 

7 
+  15 =  17,14 

 ᴻ42,85 Ὧὔ 
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Para fins didáticos, a seguir estão os cálculos dos esforços cortantes pelos dois 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Desse modo, obtemos a seguinte configuração do Diagrama de Esforço 

Cortante: 

 
 

Com os cálculos realizados, é possível notar que há um ponto onde V=0 e que, 

consequentemente, neste mesmo local da viga é onde ocorre o momento máximo. 

Portanto, devemos encontrar o valor de x onde V=0, para isso, podemos usar a fórmula: 
 

Pela esquerda: 

ὠA 
ὼ =  

ή 

32,15 
ὼ =  

30 

ὼ =  1,07 ά 

Pela direita: 

ὠc 
ὼ =  
ή 

27,85 
ὼ =  

30 

ὼ =  0,93 ά 

╥╔╢╠: 

ὠA =  10 +  42,15 

ὠA =  32,15 Ὧὔ 

ὠc =  32,15  60 

ὠc =  27,85 Ὧὔ 

ὠd =  27,85 +  42,85 

ὠd =  +15  Ὧὔ 

ὠe =  +15   15 

ὠe =  0 

╥╓╘╡: 

ὠE =  +15  Ὧὔ 

ὠD =  +15   42,85 

ὠD =  27,85 Ὧὔ 

ὠc =  27,85 Ὧὔ 

ὠB =  27,85 +  60 

ὠB =  +32,15 Ὧὔ 

ὠA =  +32,15  32,15 

ὠA =  0 
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Portanto, a distância até o V=0 pode ser compreendida como: 
 
 

 

DMF (kNm): 

Por fim, para encontrar o Diagrama de Momento Fletor é necessário ter em 

mente que: 
 

 

Com isso, os cálculos dos momentos em cada ponto estão descritos a seguir: 
 

 

 

 
ÁREA =  32,15 x 2 

 
ÁREA =  64,3 Ὧὔm 

 

 

ÁREA =  15 x 1 

ÁREA =  15 Ὧὔm 

 
FORÇA =  15 x 4 + 42,85 x 3 

 
FORÇA =  68,60 Ὧὔm 

 
  

32,15 x 1,07 
=  32,15 x 2 +  2 

 
ÁREA =  81,50 Ὧὔm 

F 
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Outro método de calculo é por seções. Todavia, esse método exige mais cálculos. 

Para fins didáticos vamos calcular as forças internas por seções também, para que 

possa se compare os dois métodos, sendo assim: 

 

 
1°. Seção: 
 

 
 

2°. Seção : 

 

╕●     ὔ π 
 

       ἐὁ   
σςȟρυ ὠ π 
ὠ σςȟρυ 

 

╜╢  
ὓ σςȟρυὼ π 

 

ὓ σςȟρυὼ
ὼ π Ƞ            ὓ ὓ π
ὼ ς  Ƞ ὓ ὓ φτȟσὯὔά
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3°. Seção : 
 
 

 Ὂx =  0  ὔὛ3 =  0 

 Ὂy =  0 ὠὛ3 +  42,85  15 =  0 

ὠὛ3 =  27,85Ὧὔ 

 ὓὛ3 =  0  ὓὛ3  15(1 +  ὼ) +  42,85ὼ =  0 

 
ὓὛ3 =  ὓD =  -15Ὧὔά 

ὼ =  3   ὓὛ3 =  ὓC =  68,8Ὧὔά 

 ╕╧     ὔ π 
 

╕╨   
σςȟρυ σπὼ ὠ π 

 

ὠ σςȟρυσπὼ
ὼ π       ὠ ὠ ȟ ▓╝
ὼ ς    ὠ ὠ ȟ ▓╝

 

ὠ πȠ σςȟρυ σπὼ π        ὼ
σςȟρυ

σπ
ρȟπχά 

 

╜╢ Ƞ       ὓ σςȟρυς Ø σπØ
ὼ

ς
π 

 

ὓ σςȟρυς Ø
σπὼό

ς
 

ὼ πȠ         ὓ ὓ ȟ ▓╝□
ὼ ςȠ         ὓ ὓ ȟ ▓╝□ 
ὼ ρȟπχȠ    ὓ § ὓ ȟ ▓╝□
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4°. Seção: 
 

 

 

Portanto, podemos notar que os valores obtidos pelo método das seções são os 

mesmos que os obtidos anteriormente.  

 

Exemplo 2: 
 

 
 
Com as resultantes das cargas distribuídas e a decomposição da carga inclinada: 

 
 

 Ὂx =  0 ὔὛ4 =  0 

 Ὂy =  0 ὠὛ4  15 =  0 

ὠὛ4 =  15Ὧὔ     

 ὓὛ4 =  0  ὓὛ4  15ὼ =  0 

 

     -3τ ρυØ
 Ø π    -3τἙἏ 

Ø ρ    -3τἙἎ ἳἚἵ
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DCL: 

 
 

 

DEN (kN): 

 

Ὑὼ  O ,  ▓╝ 

 

 O ,  ▓╝ 

Ὑώ 

50 

 ᴻ

10 

40 ×  (1,33 +  6) 

10 

 ᴻ =  5kN 

=  29,32kN 

 ᴻ
120 ×  3 

10 

30 ×  1 

=  36kN 

 ᴻ
10 

ᴽ υØς 

10 

=  3kN 

=  1kN 

 ᴻ ,  ▓╝ 

Ὑώ 

 Ȣ50 
=  5kN 

10 

 ᴻ
40 ×  2,67 

10 

120 ×  7 

=  10,68kN 

 ᴻ =  84kN 

 ᴻ

10 

5 ×  2 
+ 5 =  6kN 

10 

 Ȣ
30 ×  1 

10 
+  30 =  33kN 

 ᴻ ,  ἳἚ 
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DEC (kN): 

 
 

╥╔╢╠: 

ὄ=  72,32 Ὧὔ 

ὅ=  72,32-40=32,32Ὧὔ 

Ὀ =32,32-120= - 8 7 ,6 8Ὧὔ 

Ὀ ψχȟφψ φςȟφψ ςυὯὔ 

E= 25 +  30 =  5Ὧὔ 

Ὂ υὯὔ 

V=0; G=
ȟ

ρȟφςά 

 

╥╓╘╡: 

Ὂ=5Ὧὔ 

Ὁ=5 -30=  -25Ὧὔ 

Ὀ ςυὯὔ 

Ὀ ςυ φςȟφψ ψχȟφψὯὔ 

ὅ= -87,68+120=32,32kN  

ὄ =32,32+40  = 72,32Ὧὔ 

V=0; G=
ȟ

τȟσψά 
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DMF (kNm): 

 
 

Ɇ Solução por seção: 
 

ὓὃesq =  50Ὧὔm 

ὓὄesq =  50Ὧὔm 

ὓὅesq =  50 +  72,32 ×  4  40 ×  1,33 =  +186Ὧὔά 

ὓὊdir  =  0Ὧὔm 

ὓὉdir  =  5 ×  1 =  5Ὧὔά 

ὓὈdir  =  5 × 2 +  30 × 1 =  20Ὧὔά 

ὓὋ υς τȟσψ σπρ τȟσψ ςπτȟσψ
τȟσψ

ς
φςȟφψτȟσψ ȟ▓╝□ 
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1°. Seção: 
 

 

 

2°. Seção: 

 

 

 

 ὓὛ1 =  0 

ὔὛ1 =  0 

 ὠὛ1 =  0 

50 + ὓὛ1 =  0 

ὓὛ1 =  50Ὧὔά 



ECV 5219 ï Análise Estrutural I - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 75  
Prof a. Ângela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Prof a. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Profª Nora Maria De Patta Pillar (ECV/CTC/UFSC) 

Grupo de Experimentação e Análise de Estruturas - GRUPEX 
Colaboração: Programa de Educação Tutorial - PET 

 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

3°. Seção: 

 
 
 
 
 

Calculo do R: 
ήᴂ

ὼ
  
ςπ

τ
 

 

ή
ςπὼ

τ
 

 

Ὑ
ήᴂὼ

ς

ςπὼ

τ

ὼ

ς
 

 

Ὑ
ςπὼ

ψ
 

ВὊ π     ὔ π 

ВὊ π     χςȟσς
ςπὼ

ψ
ὠ π 

ὠ χςȟσς
ςπὼ

ψ
 Ƞ     

ὼ πȠ ὠ ὠ χςȟσςὯὔ
ὼ τȠ ὠ ὠ σςȟσςὯὔ

 

Вὓ π    υπ ὓ χςȟσςὼ
ςπὼ

ψ
 
ὼ

σ
π 

ὓ υπ χςȟσςὼ
ςπ

ςτ
ὼ
ὼ πȠ ὓ ὓ υπὯὔά
ὼ τȠ  ὓ ρψφὯὔά

 

ВὊ π    ὔ π  
 

ВὊ π      χςȟσς τπ ςπὼ ὠ π 

ὠ σςȟσς ςπὼ
ὼ πȠ ὠ ὠ σςȟσςὯὔ
ὼ φȠ ὠ ὠ ψχȟφψὯὔ 

 

ὠ π          σςȟσς ςπὼ π         ὼ
σςȟσς

ςπ
ρȟφςά  

 

Вὓ π   ὓ υπ χςȟσςτ ὼ τπρȟσσ ὼ
ςπὼ

ς
π  

ὓ υπχςȟσςτ ὼ τπρȟσσὼ ρπὼ

ὼ πȠ ὓ ρψφὯὔά
ὼ φȠ ὓ ςπὯὔά

ὼ ρȟφςȠ ὓ Ü ὓ ςρςȟσὯὔά
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°. Seção: 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
5°. Seção: 

  

 

×ὓὛ5 =  
0 

 ὔὛ5 =  8,7Ὧὔ 

ὠὛ5  5 =  0 ὠὛ5 =  5Ὧὔ 

 

ὓὛ5 =  5ὼ          { 
ὼ =  0 ὓF =  0 

ὼ =  1 ὓE =  5Ὧὔά 

 

 

×ὓὛ4 =  0 

 ὔὛ4 =  8,7Ὧὔ 

ὠὛ4 +  30  5 =  0 ὠὛ4 =  25Ὧὔ 

ɂ ὓὛ4  5(1 +  ὼ) =  30ὼ =  0 

ὓὛ4 =  5(1 +  ὼ)  +  30ὼ {
ὼ =  0

 ὼ =  1 
ὓὛ4 =  5Ὧὔά =  ὓE 
ὓὛ4 =  20Ὧὔά =  ὓD 
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EXEMPLO 3 (traçar diagramas de esforços internos): 

 

DCL 

 

DEN (kN) 

 

 

DEC (kN) 
 

  

╥╔╢╠: 

B:  17,32kN 

ὅ:  17,32Ὧὔ 

Ὀȡ 17,32-120=  -137,32Ὧὔ 

╥╓╘╡: 

Ὀ:  137,32Ὧὔ 

ὅ: -137,32+120= - 17 ,32Ὧὔ=B 
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DMF (kNm) 

 

 

Solução por seção: 
 

 

1°. Seção: 

 

╜═.╔╢╠: +100Ὧὔά 

╜║.╔╢╠: +100Ὧὔά 

╜╒.╔╢╠: ρππ  17,32 × 1 =  

╜╒.╔╢╠ =  82,68Ὧὔά 

ὓD.ESQ =  100  17,32 ×  5  120 ×  2 =  

ὓD.ESQ =  226,6Ὧὔά 

×ὔὛ1 =  0 ὔὛ1 =  0 

ВὠὛ1 =  0  ὠὛ1 =  0 =  ὠὛ1 

ВὓὛ1 =  0 +  ὓὛ1  100 =  0 

ὓὛ1 =  100Ὧὔά 
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2°. Seção: 

 

 

 

3°. Seção: 

 

ɫ.3ς =  0 10 + NS2 =  0 

Ἒἡ =  ἳἚ 

ɫ63ς =  0  

 

ɫ-3ς =  0 MS2  100 +  17,32x =  0 { 
x =  0 MS2 =  ἙἌ =  ἳἚm 

  

ɫ.3σ =  0 10 + NS3 =  0 

Ἒἡ =  ἳἚ 

ɫ63σ =  0  

 
x =  0  

x =  4  

ɫ-3σ =  0  100 +  17,32(1 +  x) +  30x + MS3 =  0 
x 

MS3 =  100  17,32(1 +  x)  30 { 
x2 

2 

x =  0 MS3 =  ἙἍ =  , ἳἚἵ 

2   x =  4  
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Exemplo 4 
 
 

 
Solução 

Começamos pelo cálculo das reações de apoio, que podem ser realizados de duas 

formas distintas: através das Equações de Equilíbrio de Newton ou pelo método da 

superposição dos efeitos. Pela facilidade e velocidade que o método da superposição 

dos efeitos possui, este será o adotado neste exemplo. 

 

 
Calculamos então a reação em y no apoio A 

Ɇ Para força de 25 kN, aplicando a regra: 

Como a força de 25 kN atua no sentido vertical para baixo, esta parcela da reação 

tem orientação oposta (para cima), portanto, quando somar terá valor positivo. 

Ɇ Para o momento aplicado de 20 kN.m, aplicando a regra: 

Este momento aplicado tende a provocar um movimento de rotação no sentido 

horário, logo, tende a erguer a viga no ponto A. Portanto, para contrabalancear 

este efeito, esta parcela da reação apontará para baixo, e terá valor negativo no 

somatório. 

Ɇ Para a carga distribuída de 15 kN/m, temos uma resultante de 30 kN que atua no 

ponto médio da carga distribuída. Aplicando a regra: 

O efeito causado por esta carga é o mesmo causado pela carga aplicada de 20kN, 

portanto, esta parcela da reação apontará para cima, e terá valor positivo no 

somatório. 

(25)  ×  (7)  
=  21,88kN 

8 

20 
=  2,5 kN 

8 

(30) ×  (4)  
=  15 kN 

8 
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RyB = 25 + 30 + 15 ī 37,5 = 32,5 Ὧὔ 

Ὑώὃ = 21,88 ī 2,5 + 15 + 3,12 = 37,5 Ὧὔ 

 
 

Ɇ Para a carga distribuída triangular, temos uma resultante de 15 kN, aplicada a 1 
3 

de sua base. Aplicando a regra: 

 
Assim como na parcela anterior, esta parcela da reação apontará para cima, 

com valor positivo no somatório. 

Agora, soma-se todas as parcelas de cada força, a fim de se obter o valor da 

reação em A: 

 

 
Se somarmos todas as cargas atuantes verticalmente sobre a viga e subtrairmos 

a reação em A, poderemos obter o valor da reação em B, que terá mesmo sentido da 

reação em A. 

 

 
A prova disto fica a cargo do leitor como exercício, sugere-se a utilização do 

método da superposição dos efeitos. Com a reações verticais nos apoios já obtidas, resta 

apenas obter a reação horizontal atuante no apoio B, que terá sentido oposto e mesmo 

valor da força atuante, a prova também fica a cargo do leitor, sugere-se utilizar a equação 

do Equilíbrio de Newton. 

Portanto; 
 

 
DCL: 

 
O próximo passo é traçar os diagramas de esforço normal, esforço cortante e 

momento fletor. Iniciamos a solução da viga em questão pelo diagrama de esforços 

normais. 

 
 
 

(15) × (1,67) 
=  3,12 kN 

8 

RxB = 5 kN 

RyA = 37,5 kN 

RyB = 32,5 kN 
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Diagrama de Esforço Normal (DEN) 
 
Iniciamos a análise de nossa viga pelo seu lado esquerdo, portanto, toda força que 

apontar no sentido negativo do eixo cartesiano ñxò, ou seja, para a esquerda ter§ valor 

positivo no diagrama de esforço normal. 

 
Ɇ De A até G: Não há nenhuma força horizontal aplicada, portanto, não há esforço 

normal. 
 

Ɇ Em G: Aqui verificamos que há uma força de 5 kN aplicada que aponta para a 

esquerda. Como estamos analisando o esforço normal vindo pelo lado esquerdo 

da viga, então, toda força que apontar para a esquerda será positiva. Logo, pode- 

se dizer que há um esforço normal de 5 kN (positivo) atuante no ponto G, e marcar 

5 kN no diagrama de Esforço Normal. 

 
Ɇ De G até B: Não há nenhuma força horizontal aplicada, portanto, o esforço normal 

de 5 kN permanece constante até B. 

 
Ɇ Em B: Seguindo a lógica do traçado de diagramas e a convenção de sinais, 

estamos vindo pelo lado esquerdo da viga e nos deparamos com uma reação de 

5 kN apontando para a direita, ou seja, negativa. Como o esforço anterior era 

constante no valor de 5 kN e agora temos outro esforço com valor de -5 kN, 

somamos os dois e temos que o esforço normal em B será zero. 
 
 

 DEN (kN): 
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Diagrama de Esforço Cortante (DEC) 

 
Ɇ Novamente, vindo pelo lado esquerdo, temos o ponto A, onde temos a reação de 

apoio RyA, que vale 37,5 kN e aponta para cima. Conforme a convenção de sinais 

adotada, toda força que aponta para cima terá valor positivo e contribuirá para o 

esforço cortante. 

 
Ɇ Em A: Temos 37,5 kN para cima, marcamos no diagrama o ponto de valor 37,5. 

 
Ɇ De A até C: Conforme a primeira situação do traçado de diagramas apresentada 

nesta apostila, sabemos que no trecho descarregado entre cargas o cortante será 

constante. Logo, o cortante é constante até o ponto C. 

 
Ɇ Em C: No ponto C, no entanto, temos uma carga de 25 kN que aponta para baixo, 

portanto, de valor negativo. Fazemos 37,5 ï 25, o que nos dá o valor de 12,5 que 

marcamos no diagrama. 

 
Ɇ De C até D: Temos novamente um trecho descarregado entre cargas e concluímos 

que o cortante será constante até o ponto D. 

 

Ɇ Em D: Neste ponto temos uma carga momento aplicada, que, conforme já citado, 

não produz esforço cortante. Além disso, teremos o início de uma carga distribuída, 

que atuará entre D e E. 

 
Ɇ De D até E: Neste trecho, conforme a situação 3 anteriormente descrita, sabemos 

que o cortante terá variação linear. Sabemos também que o valor da carga 

equivalente é de 30 kN, logo, subtraímos o valor do cortante em D da carga 

equivalente e marcamos no ponto E seu resultado (carga equivalente aponta para 

baixo, contrariando a convenção positiva dos sinais). Então, 12,5 ï 30 é igual a 

17,5, que marcamos no ponto E. Para ligarmos os pontos D e E, basta 

lembrarmos que quando há uma carga linearmente distribuída o cortante terá 

variação linear, e, portanto, ligamos os dois pontos através de uma reta. 

 

 

OBS.: A ligação entre os pontos D e E intercepta o eixo do diagrama, ou seja, dá origem 

ao ponto G, um ponto de máximo momento fletor. É conveniente descobrirmos a que 

distância isso ocorre, para que possamos determinar o valor do momento quando formos 

traçar seu diagrama. 
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Para determinarmos a distância entre G e D, utilizamos a seguinte relação: 

 

 

 

 
Logo, o ponto G dista 0,833 metros do ponto D. 

 

 
Ɇ De E até F: Aqui temos uma carga distribuída triangular, cujo valor da carga 

equivalente é de 15 kN apontando para baixo. Então, no ponto F, teremos o valor 

do esforço cortante no ponto E subtraído de 15 (-17,5 ï 15 = - 32,5), que resulta 

em -32,5, que marcamos no diagrama no ponto F. Seguindo a quarta situação 

descrita, sabemos que o diagrama de esforço cortante para uma carga triangular 

terá variação parabólica de segundo grau e a orientação da parábola será definida 

pela forma como a carga estará aplicada. 

 

 
Ɇ De F até B: Temos novamente um trecho descarregado entre cargas, com esforço 

cortante de variação linear até o ponto B. 

 
Ɇ Em B: Temos a reação em B de valor 32,5 kN apontando para cima, logo, 

somamos com o valor anterior e verificamos que o valor final em B será zero. 

 

DEC (kN): 
 

 

Valor do esforço cortante 

Valor da carga distribuída    15 
=  

12,5 
=  0,833m 
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Diagrama de Momento Fletor (DMF) 
No caso do traçado do diagrama de momento fletor, é preciso ficar atento para 

não cometer nenhum engano. Existem diversas formas de se calcular o momento fletor 

para traçar seu diagrama. Neste exemplo, utilizaremos a área do gráfico do esforço 

cortante quando possível, e quando não tivermos como determinar esta área, 

utilizaremos o somatório dos momentos naquele ponto (como se uma seção fosse feita 

no ponto). 

Para utilizarmos a área do gráfico do cortante precisamos saber que: 

ñSe analisarmos pela esquerda: Quando o cortante for positivo, o momento fletor também 

será positivo. Quando o cortante for negativo, o momento fletor também será negativo. 

Se analisarmos pela direita: Quando o cortante for negativo, o momento fletor será 

positivo. Quando o cortante for positivo, o momento fletor ser§ negativoò. 

Neste caso, vamos traçar o diagrama analisando pelo lado esquerdo novamente, 

então todo esforço cortante positivo gerará fletor positivo, e todo cortante negativo gerará 

fletor negativo: 

Ɇ Em A e B, o momento fletor será zero. Neste caso, o momento não seria zero se 

houvesse um momento aplicado no ponto ou se um dos apoios fosse um engaste. 

 
Ɇ Em C: Temos esforço cortante positivo, cuja área é: MC = 37,5 ×  1 = 37,5 Ὧὔ. ά. 

 
Ɇ Em D: Temos cortante positivo, que gera fletor positivo. Neste caso o Valor do 

momento em D será a soma da área do cortante entre A e C e C e D, como segue: 

MD = 37,5 + (12,5 ×  2) = 62,5 Ὧὔ. ά. 

 
Ɇ Em D: Aqui teremos uma particularidade, uma carga momento aplicada no ponto 

D, com valor de 20 kN.m. Para determinarmos o momento em D contabilizando a 

carga momento aplicada precisamos levar em conta a convenção de sinais 

adotada. Como estamos analisando pela esquerda, sabemos que momentos no 

sentido horário serão positivos, logo, somamos o momento aplicado ao momento 

anterior: MD = 62,5 + 20 = 82,5 Ὧὔ. ά. 
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Ɇ Em G: Como em G temos um cortante nulo, temos também momento máximo e 

precisamos determinar seu valor. Para isto, utilizaremos o valor do momento 

anterior somado à área do cortante triangular. 

Observe que após o ponto G, o esforço cortante se torna completamente 

negativo, o que indica que o valor do momento a seguir diminuirá até chegar no valor 

zero em B. 

Ɇ Em E: Agora, como o cortante é negativo, o momento também será, portanto, todo 

valor que calcularmos para área do cortante iremos subtrair dos valores 

anteriores. 

Ɇ Em F: Neste ponto, como o gráfico do esforço cortante é uma parábola de 

segundo grau, duas soluções simples podem ser adotadas: 

1. Tomamos o efeito causado em F pelas forças atuantes sobre a viga. 

2. Calcular a área do cortante analisando pelo lado direito. 

Escolheremos o segundo caso, pois torna a solução mais rápida. Agora 

devemos lembrar que o esforço cortante negativo (quando analisamos pelo 

lado direito) gerará momento fletor positivo. Logo: MF(direita) = 32,5 ×  1 = 32,5 

Ὧὔ. ά. 

- De A até C, C até D e F até B: Variação linear, pois é um 
trecho descarregado entre cargas. 

- De D até E: Momento Fletor Parabólico de Segundo Grau, pois 
está sob efeito de carga linearmente distribuída. 

- De E até F: Momento Fletor Parabólico de Terceiro Grau, pois 
está sob efeito de carregamento triangular. 

DMF(kNm): 

 
 
 

 
(12,5 ×  0,833) 

2 
=  87,7 kN. m 

ME =  87,7 +  
 

2 
=  77,5 kN. m 
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Exemplo 5: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ɇ Cálculo das Reações de apoio 
 

Assim como efetuado no exemplo anterior, iremos utilizar o método da superposição 
dos efeitos para calcular as reações de apoio. No entanto, podemos perceber 
diretamente que todas as forças externas atuantes são verticais para baixo, bem como, 
o momento de 70kN.m gira no sentido anti-horário tentando erguer o ponto B e abaixar o 
ponto A. Com estas informações, calcularemos a Reação em A e a Reação em B fica a 
cargo do leitor: 

 
  Cálculo das reações 
   RyA: 

Ɇ Carga distribuída de 20kN/m: 

 

 
Ɇ Carga triangular distribuída 25kN/m: 

 
 
 

Ɇ Carga pontual de 55 kN: 

 

 
Ɇ Carga distribuída de 80kN/m: 

 

τπχ

ψ
ἳἚ ἸἩἺἩ ἫἱἵἩ 

υυτ

ψ
ȟ ἳἚ ἸἩἺἩ ἫἱἵἩ 

ρφπς

ψ
ἳἚ ἸἩἺἩ ἫἱἵἩ 

=14,6kN para cima 
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Ɇ Momento de 70 kN.m: 

 

 
Logo: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Como não existem forças horizontais nem inclinadas atuando sobre esta viga, 

podemos afirmar diretamente que não há esforço normal atuante, e portanto, partir 

diretamente para a solução dos diagramas de esforço cortante e momento fletor. 

OBS.: No presente exemplo alguns arredondamentos foram feitos nas reações de 

apoio, e, portanto, as contas apresentadas no diagrama de momento fletor, em 

especial, estarão com um pequeno desvio do valor final apresentado. Se o leitor 

utilizar todos os algarismos significativos desde o início perceberá que as contas 

estão corretas. 

 
Diagrama de Esforço Normal (DEN) 

 
 
 

 

Diagrama de Esforço Cortante (DEC) 

Para o traçado do diagrama de esforço cortante, relembramos nossa convenção: 

 

Ɇ Em A: Vindo pela esquerda, o primeiro esforço que temos é a reação em A. 

Marcamos a reação em A no gráfico em seu respectivo ponto. 

Ɇ Entre A e C: Temos a presença de uma carga distribuída, logo, o cortante terá 

variação linear e valerá: 125,8 ī 40 = 85,8 Ὧὔ, que marcamos em C. 

Ɇ Entre C e D: Temos a presença de uma carga triangular distribuída, que produz 

cortante de varia­«o parab·lica, e valer§: 85,8 ī 25 = 60,8Ὧὔ, que marcamos em 

D. 

χπ

ψ
ȟ ἳἚ ἸἩἺἩ ἫἱἵἩ 

RyA: 35 + 14,6 + 27,5 + 40 + 8,75 = 125,85 = 125,8 kN 

RyB: 154,2 kN 

RxB = 0 kN 
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5,8 
=  0,07ά 

80 

 
 

 
Ɇ Em D: Além do cortante ocasionado pelo carregamento triangular, temos a ação 

de uma força de 55kN, que deve ser subtraída do cortante anterior, e valerá: 60,8 

ï 55 = 5,8 Ὧὔ, que também marcamos em D. 

Ɇ Entre D e E: Temos um trecho descarregado entre cargas, portanto o cortante 

permanece constante. 

 
Ɇ Entre E e F: Temos uma carga distribuída que gera cortante de variação linear, 

de valor: 5,8 ī 160 = ī154,2 Ὧὔ, marcado em F. Neste intervalo, entre E e F, surge 

o ponto G de cortante nulo, onde o momento será máximo. Precisamos descobrir 

a distância de E em que o ponto G intercepta o eixo do elemento, para isso 

fazemos: 
 

 
 
 

Ɇ Entre F e B: Temos um trecho descarregado entre cargas, portanto o cortante 

permanece constante. 

Ɇ Em B: Temos a reação em B que vale exatamente 154,2 kN. Logo, podemos 

fechar o cortante em B. 

 
 

O diagrama terá a seguinte aparência: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Diagrama de Momento Fletor (DMF) 
 

Para o traçado do diagrama de momento fletor, relembramos nossa convenção de sinais: 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

O momento em A será nulo, no entanto, em B, o momento não será nulo pois 

temos carga momento aplicada. 
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Ɇ Em C: Pela área do cortante: 

 

Ɇ Em D: Não há como calcular a área do esforço cortante. Neste caso temos duas 

possibilidades: analisar a partir do lado direito ou fazer uma seção em D. 

Escolhendo a seção, temos, diretamente que: 

A primeira parte deste cálculo é o momento gerado pela reação em A, que traciona as 

fibras do lado de baixo da estrutura, portanto, tem sinal positivo. A segunda parte 

corresponde às forças, que tracionam as fibras de cima da estrutura, e, são negativas. 

Ɇ Em E: Pela área do cortante: 

Ɇ Em G: Temos um ponto de momento máximo, que pela área do cortante: 
 

Ɇ Em F: Pela área do cortante: 

 

Ɇ Em B: Há duas formas de se pensar no valor do momento em B: seu valor 

obrigatoriamente será o do momento aplicado pois nos apoios o momento é nulo. 

A outra forma é calculá-lo pela área do cortante. 

Vamos fazer das duas maneiras: 

- Pela Área do Cortante: 

- Pela Lógica do Momento: Vindo pela esquerda, o momento de 70kN.m traciona 

as fibras do lado de baixo da estrutura, portanto, é positivo. 

 

 
(154,2) ×  (1,93) 

2 
=  224,2 kN. m 

(125,85 + 85,85) ×  (2) 
=  211,7 kN. m 

2 

(125,8) ×  4  ((40)  ×  (3)  +  (25)  ×  (0,667))  =  366,7 kN.m 

366,7 + (5,8) ×  (1)  =  372,5 Ὧὔ. ά 

372,5 + (5,8) ×  (0,07) = 372,7 Ὧὔ. ά 

224,2 ī 154,2 ×  1 = 70 kN.m 



ECV 5219 ï Análise Estrutural I - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 91  
Prof a. Ângela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Prof a. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Profª Nora Maria De Patta Pillar (ECV/CTC/UFSC) 

Grupo de Experimentação e Análise de Estruturas - GRUPEX 
Colaboração: Programa de Educação Tutorial - PET 

 

 

 
 

 

6. Vigas Gerber 

 
As Vigas Gerber são vigas isostáticas ou mesmo hiperestáticas, com rótulas 

internas convenientemente dispostas, formadas pela associação de diversas vigas bi 

apoiadas, em balanço ou bi apoiadas com balanço. Compostas de trechos sem 

estabilidade própria e trechos com estabilidade própria, sendo que estes últimos, com 

estabilidade própria, é que fornecerão a estabilidade ao conjunto. Neste arranjo estrutural 

faz com que as rótulas internas transmitam forças verticais e horizontais entre si, mas não 

transmitam momentos. Portanto, na rótula interna, se não houver momento aplicado de 

um lado ou de outro da rótula, obrigatoriamente o momento é nulo no Diagrama de 

Momentos Fletores. 

Usualmente as Vigas Gerber são usadas em pontes para facilitar a construção da 

mesmas, bem como as rótulas internas servem como juntas de dilatação. Na imagem 

abaixo, pode-se compreender o conceito da viga Gerber: 

Ao conceber uma viga Gerber, não se pode colocar duas rótulas internas 

seguidas, em vãos extremos apoiados. Entretanto, pode-se colocar duas rótulas internas 

seguidas em vãos extremos engastados, e em vãos centrais apoiados. 

Desmembramento de vigas Gerber 
Para proceder com a solução das Vigas Gerber, faz-se necessário realizar o 

desmembramento da estrutura em trechos com e sem estabilidade própria. Procede-se 

da seguinte maneira: 

Circular do início da estrutura até a primeira rótula interna, e depois, de rotula 

interna em rótula interna, sendo que a última rotula interna segue até o final da estrut.ura: 
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Na viga Gerber acima, o trecho com o algarismo romano ñIò, corresponde a um 

trecho sem estabilidade própria, ou seja, um trecho que depende dos outros trechos para 

ter estabilidade e deve ser resolvido antes dos outros. Já os trechos com o algarismo 

romano ñIIò, são trechos com estabilidade própria, ou seja, que não dependem de outros 

trechos para ficarem estáveis, mas recebem as forças transmitidas pelo trecho I. 

Perceba, no entanto, que o trecho compreendido pelos pontos D,E e F é um trecho 

considerado com estabilidade própria, apesar de não ter a restrição de vínculo externo 

na horizontal, entretanto, todo e qualquer momento horizontal deverá ser absorvido pela 

reação externa horizontal no ponto A. 

 
Após separar a Viga nestes trechos, desmembramos o conjunto: 

 

 
O próximo passo é encontrar as reações de apoio, começando sempre pelo trecho 

sem estabilidade própria. Após encontrar as reações de apoio, devemos transmitir as 

reações com sentido oposto da encontrada inicialmente, para os trechos com 

estabilidade própria conforme imagem abaixo: 
 

 
 

Em seguida, devemos resolver os diagramas de Esforço Normal, Cortante e 

Momento fletor. Neste caso, podemos traçar os diagramas separadamente e juntar em 

seguida, ou traçar o diagrama diretamente sobre a viga toda. 

Exemplos de Desmenbramentos 
Exemplo 1: 
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Dada a viga acima, separamos em trechos com e sem estabilidade: 
 

 
 

Em seguida, coloca-se a ordem de resolução, partindo sempre pelo trecho 

menos estável, indo até o trecho mais estável. 
 

 
Exemplo 2: 

 

 

 
Dada a viga acima, efetuamos a separação em trechos com e sem estabilidade: 

 

 
 

Em seguida, coloca-se a ordem de resolução, partindo sempre pelo trecho 

menos estável, indo até o trecho mais estável. 
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O próximo passo consiste na obtenção das reações de apoio e traçado dos 

diagramas 

Exercícios resolvidos de vigas Gerber 

 
EXEMPLO 1:  
 

 

 

 

 

DEC (tf): 

 

 

 

 

 

 

 
 

DMF (tf.m): 
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O momento fletor na rótula é sempre nulo, a não ser que haja um binário aplicado na 

rótula. 

 

 

 

 

 
 

  Quando não há força concentrada na rótula: 

EXEMPLO 2: 

 

 
 
 
 

Vd
esq = Vd

dir 

 
Ve

esq = Ve
dir 

ὓ π 
ὓ φ ς ▓╝Ȣ□ 

ὓ ρς
σȟσσπȟψσ

ς

ψȟφχςȟρχ

ς
 

▓╝Ȣ□ 

ὓ ςπ
ρτ φ ς

ς
πO ὕὑ 

 
ὓ ▓╝Ȣ□ 

 

ὓ σφ
ρψ φ σ

ς
πO ὕὑ 
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DEC(tf) 
 

 

 

 
DMF(tf.m) 

 

 

 

 

 EXEMPLO 3: 
 

Utilizando o exemplo desmembrado, vamos obter os diagramas de esforços 

internos para os seguintes carregamentos: 

Pela direita: 

MJ = 0 MI
dir  =  1.2 =  2tf.m 

 MG = 0 

MF/G =  (q l2) /  8 = (3.22)/8  =  1,5tf.m MF =  0 

Pela esquerda: 

MA = 0 MB = 0 

MA/B
esq =  (q l2) /  8 = (2.32) /  8 =  2,25 tf .m MC

esq =  - 3.1.- 2.0,5 =  - 4tf .m 

MD
esq =  -4+  (2.42)/8  +  (4.4)/4  =  4tf.m 
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Aproveitando o desmembramento já efetuado anteriormente, vamos enumerar 

as vigas para efetuar a solução passo-a-passo: 

   

O procedimento de solução é descrito abaixo: 

Inicialmente, encontraremos as reações de apoio. No caso particular das 

vigas Gerber, existirão outras reações que serão transmitidas internamente pelas 

rótulas, no entanto, estas reações são passos intermediários para encontrar o 

real valor das reações de apoio e traçar os diagramas. Perceba que a numeração 

presente indica a ordem de solução das vigas. A viga enumerada com I e III, 

indica que sua solução pode ser feita no início, ou apenas quando quisermos ir 

para a viga IV, ela não depende de nenhum outro trecho para que encontremos 

suas reações internas. 

Para a Viga I: 
 

Utilizando o método da superposição dos efeitos: Sabemos que este vão mede 

três metros, e que a carga distribuída produz uma força resultante de 90 kN, que 

atua em seu centroide. Sem realizar cálculos, sabemos que os apoios estão 
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sujeitos à mesma intensidade de força, o que nos permite afirmar que cada apoio  

 

reage com a metade da intensidade da força. No entanto, é válida a prova pelo 

método da superposição dos efeitos: 

OBS.: É importante notar que a reação de 45kN para o apoio J será transmitida 

para a outra viga com sinal trocado, ou seja, com sentido oposto. 

 

 

Para a Viga II: 
 

 

- Para o apoio I, utilizando as situações descritas para o cálculo de reações: 

Ɇ Considerando a carga pontual de 45 kN: 
 

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. 

Ɇ Considerando a carga momento: 
 

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo. 

Ɇ Considerando a carga distribuída de 45 kN/m: 

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. Logo: 
 

45 ×  2 
+  45 =  90 kN 

2 

 =  25 kN 
50 

2 

 
45 ×  1,33 

2 
 

ὙyL =  90 +  30  25 =  95 kN 
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- Para o apoio H, utilizando as situações descritas para o cálculo de reações: 

Ɇ Considerando a carga pontual de 45 kN: 
 

 
Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo. 

Ɇ Considerando a carga momento: 
 

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. 

Ɇ Considerando a carga distribuída de 45 kN/m: 
 

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. Logo: 

 

OBS.: Note, novamente que a reação de apoio em H será transmitida com sinal 

trocado, ou seja, no sentido oposto. 
 

Para a Viga III: 
 

 
45 ×  2 

2 
) =  45 kN 

50 
=  25 kN 

2 

 
45 ×  0,66 

2 
 

RyH =  45 +  20 +  15 =  5kN 
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RyG =  60 +  20  10 =  70 kN 

40 × 1 
=  20 kN 

2 

40 × 1 
=  20 kN 

2 

 
 

 

 
Para o apoio G, utilizando as situações descritas para o cálculo de reações: 

Ɇ Para a carga pontual de 5 kN: 
 

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo. 

Ɇ Para a resultante do carregamento que atua no balanço, de 40 kN: 

 

 
 
Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. 

 
Ɇ Para a resultante do carregamento que atua no trecho biapoiado, de 40 

kN: 
 

 
Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. 

Logo: 

 

Para o apoio F, utilizando as situações descritas para o cálculo de reações: 

Ɇ Para a carga pontual de 5 kN: 

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. 

Ɇ Para a  resultante do  carregamento que atua  no balanço, de 40 kN: 

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo. 

Ɇ Para a resultante do carregamento que atua no trecho biapoiado, de 40 

kN: 

 

 
 

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. 

 
40 ×  1 

2 
) +  40 =  60 kN 

 
5 ×  2 

2 
) +  5 =  10 Ὧὔ 

5 ×  2 
=  5 kN 

2 

 
40 ×  1 

2 
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Logo: 

 
 

Para a Viga I ou III (trecho entre duas rótulas): 
 

Utilizando o método da superposição dos efeitos: Sabemos que este vão, 

mede um metro, e que a carga distribuída produz uma força resultante de 10 kN, 

que atua em seu centroide. Sem realizar cálculos, sabemos que os apoios estão 

sujeitos à mesma intensidade de força, o que nos permite afirmar que cada apoio 

reage com a metade da intensidade da força resultante. No entanto, é válida a 

prova pelo método da superposição dos efeitos: 
 

OBS.: É importante notar que ambas as reações de 5kN serão transmitidas para 

a outra viga com sinal trocado, ou seja, com sentido oposto. 

 
Viga IV: 

 

 
Para o apoio D, utilizando as situações descritas para o cálculo das reações: 

RyG =  20  20 +  5 =  5kN 

RyJ =  RyK =  
10 ×  0,5 

1 
=  5 kN 
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Ɇ Para a carga pontual de 5 kN: 

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. 

Ɇ Para a carga distribuída de 10 kN/m: 

 

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. 

Ɇ Para a carga momento de 30 kN.m: 
 

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo. 

Ɇ Para a carga pontual de 5 kN: 

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo. 

Logo, a reação em D vale: 
 

 
Para o apoio E, utilizando as situações descritas para o cálculo das reações: 

Ɇ Para a carga pontual de 5 kN: 
 

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo. 
 

Ɇ Para a carga distribuída de 10 kN/m 

 

 

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo. 

 
20 ×  1 

2 
) +  20 =  30 kN 

 
5 ×  2 

2 
) +  5 =  10 kN 

30 
=  -15 kN 

2 

5 ×  2 
=  -5 kN 

2 

10 +  30  15  5 =  20kN Ḉ RyD =  20 kN 

5 ×  2 
=  -5 kN 

2 

20 × 1 
=  -10 kN 

2 
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Ɇ Para a carga momento de 30 kN.m: 
 

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. 

Ɇ Para a carga pontual de 5 kN: 

 

 

 

 Que aponta para baixo, portanto, de valor positivo. 

Logo, a reação em D vale: 
 

Viga V: 

 

 

Utilizando as equações do equilíbrio de Newton: 

 

 

 
5 ×  2 

2 
) +  5 =  10 kN 

30 
=  15 kN 

2 

5  10 +  15 +  10 =  10 kN Ḉ RyD =  10 kN 

ɫ ἐὁ =   
 

10  5 +  RyA =  0 Ḉ RyA =  15 kN 
 
ɫ Ἑ =   

 

MA  (10 ×  0,5)   (5 ×  1) =  0 Ḉ MA =  10 kN. m 
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Com todas as reações calculadas, o próximo passo é traçar os diagramas: 

DEN(kN): 
 

 

 

 
O diagrama de esforço normal é nulo, pois não atuam forças inclinadas 

ou horizontais sobre a Viga Gerber em questão. 

Diagrama de Esforço Cortante (DEC) 
 

Relembrando a convenção de sinais: 
 

 

Ɇ Em A: Temos reação de apoio no valor de 15 kN, que aponta para cima, 

portanto, marcamos 15 para cima no diagrama. 

Ɇ Entre A e B: Devido a carga distribuída, que produz resultante de 10 kN 

apontando para baixo, subtraímos dos 15 kN iniciais, obtendo 5 kN, e 

marcamos em B. Segundo as situações descritas, em cargas distribuídas 

retangulares, a variação do esforço cortante é linear, portanto, traçamos 

uma reta entre os pontos. 

Ɇ Entre B e C: Assim como ocorre entre A e B, temos carga distribuída que 
 

gera resultante de 10 kN, que subtraímos dos 5 kN anteriores e obtemos- 

5 kN, marcando em C. Aqui surge um ponto de cortante nulo, o ponto L, 

que fica distante de A em 1,5 m. 

 

Ɇ Entre C e D: Novamente, o trecho está sob ação de carga distribuída, que 

neste caso gera resultante de 20 kN. Portanto, subtraindo do valor anterior 

de -5 kN, obtemos ï 25 kN que marcamos em D. 
Ɇ Em D: Em D há um apoio com reação de 20 kN positivo, que somamos 

aos -25 kN, ficando com a quantia de -5 kN, que marcamos em D. 

15 
=  1,5 m 

10 
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Ɇ Entre D e E: Este trecho é um trecho descarregado entre cargas, portanto, 

o esforço permanece constante até o ponto E. 

Ɇ Em E: Em E há um apoio com reação de 10 kN positivo, que somamos ao 

-5 kN, obtendo o valor de 5 kN positivo. 

Ɇ Entre E e F: Este é novamente um trecho descarregado entre cargas, 

portanto, o esforço permanece constante até o ponto F. 

Ɇ Entre F e G: Há uma carga distribuída, que gera resultante de 40 kN para 

baixo, gerando em G um esforço de - 35 kN. Neste trecho surge um ponto 

de cortante nulo, o ponto M, que fica distante de F em 0,25 m. 

Ɇ Em G: Em G há um apoio com reação de 70 kN, que aponta para cima, 

portanto, a partir do valor anterior (-35 kN), somamos 70, e obtemos 35 

kN, que marcamos em G. 

Ɇ Entre G e H: Assim como entre F e G, atua uma carga distribuída, cuja 

resultante vale 40 kN. Logo, subtraindo 40 kN do valor anterior (35 kN), 

obtemos -5 kN, que marcamos em H. Entre G e H há também o ponto N, 

de momento máximo e cortante nulo, que fica distante de G em 1,75 m: 

Ɇ Entre H e I: Neste trecho, há uma carga distribuída triangular, que produz 

uma resultante de 45 kN. Subtraímos do valor anterior (-5 kN) a quantia 

de 45 kN e obtemos -50 kN, que marcamos em I. 

Lembrete: O gráfico do esforço cortante para cargas distribuídas triangulares 

será sempre uma parábola de segundo grau, e sua concavidade dependerá da 

forma como a carga estará aplicada. 

Ɇ Em I: No apoio I, temos uma reação de 95 kN, que somada ao esforço 

cortante obtido no trecho compreendido por H e I (-50 kN), fornece como 

resultado o valor de 45 kN, que marcamos em I. 

Ɇ Entre I e J: Temos um trecho descarregado entre cargas, portanto, segue 

constante o valor anteriormente obtido de 45 kN até o ponto J 

Ɇ Entre J e K: No último trecho a ser analisado, temos uma carga distribuída 

que produz uma resultante de 90 kN. Subtraímos os 90 kN do valor em J 

(45 kN) e obtemos por fim o valor de -45 kN, que marcamos em K. Se o 

valor de - 45 kN for somado à reação em K, verifica-se que a soma é zero, 

e portanto, todo cálculo do esforço cortante está correto. 

 

 

 

 

Entre J e K ocorre um ponto de cortante nulo, o ponto O, que fica distante 

do ponto K a 1,5m: 

Por fim, o diagrama de esforço cortante, deverá ser da seguinte maneira: 

5 
=  0,25 m 

20 

35 
=  1,75 m 

20 

τυ

σπ
ȟ ἵ 
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DEC(kN): 

 
Diagrama de Momento Fletor (DMF) 

O diagrama de momento fletor nas Vigas Gerber tem algumas 

particularidades que exigem atenção. Para traçar o diagrama, dois métodos 

podem ser adotados: traçar o diagrama de cada viga separadamente, juntando 

todos no fim, ou traçar todo o diagrama de uma vez só. 

Caso se opte pela primeira opção, o traçado será feito da mesma forma 

como era feito nas vigas simples. Entretanto, caso se opte pela segunda opção, 

é preciso saber que nas rótulas o momento será sempre zero, exceto se houver 

momento aplicado na rótula de um lado ou de outro ou em ambos os lados da 

rótula. Portanto haverá momento próximo à rótula apenas se houver um binário 

aplicado, e este, por sua vez, não poderá ser marcado sobre a rótula, mas sim 

sobre a haste na qual atua. 

Neste exemplo, o diagrama será traçado todo de uma vez, começando 

pela esquerda - se o cortante for positivo, o fletor também será. Se for negativo, 

o fletor também Neste exemplo, o diagrama será traçado todo de uma vez, 

começando pela esquerda - se o cortante for positivo, o fletor também será. Se 

for negativo, o fletor também será - e seguindo a convenção de sinais padrão 

adotada: 

Ɇ Entre A e B: Temos o momento reativo de 10 kN.m, que traciona as fibras 

do lado superior da estrutura, então, marcamos o momento em A, 

seguindo uma parábola do segundo grau até a rótula em B, onde o 

momento será zero. 
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Ɇ Entre B e C: Neste caso, o momento entre B e C será um momento 

máximo, que ocorre no ponto L do diagrama de esforço cortante, a 0,5 m 

da rótula B e C. Seu valor pode ser calculado de duas maneiras: pela área 

do esforço cortante ou pela fórmula para viga simplesmente apoiada sob 

efeito de carga distribuída. 

- Pela área do cortante: 

- Pela fórmula:  

 

 

Ɇ Entre C e D: Neste trecho, a viga está sob efeito de uma carga distribuída, 

então o gráfico será uma parábola de segundo grau. Pela área do esforço 

cortante podemos determinar o valor do momento fletor: 

Ɇ Entre D e E: Pela área do cortante: 

Que marcamos em D, e terá variação linear por ser um trecho 

descarregado entre cargas. 

Ɇ Entre E e F: Neste trecho pode-se pensar de duas formas para traçar o 

diagrama de momento fletor, considerando o binário aplicado em F, ou 

pela área do esforço cortante. 

- Pelo binário aplicado: Em F, atua um binário de 30 kN.m, que traciona 

as fibras do lado superior da estrutura, e portanto, tem valor negativo. Ou 

seja, o valor de - 30 deve ser marcado do lado esquerdo de F, mas nunca 

sobre F, pois F é uma rótula interna. 

- Pela área do cortante: 

Ɇ Entre F e G: No ponto M, temos um momento máximo, que pode ser 

calculado pela área do cortante: 

 

Este valor deve ser marcado sobre o ponto M. 

-Em G, temos outra variação no momento fletor, a ser calculada: 

 
=  

8 

10 ×  1² 

8 
=  1,25 kN. m 

 
5 ×  0,5 

2 
) =  1,25 kN. m 

(25 + 5) ×  2 
=  30 kN. m 

2 

30  (5 ×  2) =  40 kN. m 

40 +  (5 ×  2) =  30 kN. m 

 
5 ×  0,25 

2 
) =  0,6 kN. m 

0,6  (  
35 ×  1,75 

2 
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-Em N temos novamente um ponto de momento máximo, a ser calculado: 

 
 
 
 
 
 
 
 

Como todo o trecho está sob efeito de uma carga distribuída, basta 

ligar os pontos através de parábolas do segundo grau, lembrando que nas 

rótulas o momento é nulo. 

Ɇ Entre H e J: Até o apoio I este trecho está submetido à uma carga 

distribuída triangular, em seguida se torna um trecho descarregado entre 

cargas, até o instante em que há um binário aplicado do lado esquerdo à 

rotula J.         
 O valor do momento em I pode ser determinado fazendo-se uma seção no ponto 

I, ou vindo pela direita pela área do cortante. Neste trecho em especial, o trabalho 

é facilitado quando se analisa da direita para a esquerda.   

 O binário aplicado em J traciona as fibras do lado de baixo da estrutura, portanto, 

é positivo e vale 50 kN.m 

Pela área do cortante, podemos determinar o valor do momento em 

I, lembrando que quando se analisa a estrutura pela direita o momento 

terá sinal oposto ao do cortante. 

 

Então, ligamos H ao ponto I através de uma parábola de segundo 

grau, e o ponto I ao J através de uma reta. O momento de 50 kN deve ficar 

ao lado da rótula, e não sobre ela. 

Ɇ Entre J e K: Assim como no trecho BC, podemos determinar o valor do 

momento de duas maneiras. 

- Pela área do cortante: 

 
 
 

- Pela fórmula: 
 

 
 

DMF (kNm): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

30 +  ( 
35 ×  1,75 

2 
) =  0,6 kN. m 

50  (45 ×  2) =  40 kN. m 

τυρȟυ

ς
ȟ ▓╝Ȣ□ 

ήὰ

ψ

σπσ

ψ
ȟ ▓╝Ȣ□ 



ECV 5219 ï Análise Estrutural I - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 109  
Prof a. Ângela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Prof a. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Profª Nora Maria De Patta Pillar 

(ECV/CTC/UFSC) 

109 

 

 

 
 

 

Exemplo 4: 

 

Desmembrando a viga acima: 
 

 
 

 
Calculando as reações de apoio: 

Viga I: 
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Como a carga de 45 kN está no meio da viga, sabemos, pelo método da superposição dos 
efeitos, que ambas as reações valerão metade do valor da carga, ou seja 

 
 

 
 

 
Viga II: 

 

 
Para o cálculo de cada reação de apoio, serão consideradas as cargas da 

esquerda para a direita, e o método de cálculo será o da superposição dos 

efeitos. 

 

¶ Apoio G: 
 

 
¶ Apoio D: 

 

 
 

Viga III: 
 

 

RyH: 22,5 kN 

RyE: 22,5 kN 

 
175 ×  2,5 

5 
  

70 ×  1 

5 
  

22,5 ×  2 

5 
 

 
175 ×  2,5 70 ×  1 22,5 ×  2 

5 
 

5 
 

5 
+  22,5) =  203 kN 
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Assim como na viga I, a resultante do carregamento distribuído atua no 

meio da viga III, portanto, os apoios reagem ao carregamento da mesma 

maneira, produzindo reações de 25 kN cada. 

Portanto: 
 

 

 

 

Sugestão: Cheque pelo método da superposição dos efeitos 

 

Viga IV:  

 
Pelo método da superposição dos efeitos: 

¶ Apoio B: 
 

 
¶ Apoio C: 

 

RyA: 25 kN 

RyF: 25 kN 

 
20 25 ×  3 

4 4 
 
40 ×  2 

4 
  

80 

4 

64,5 ×  3 
 

4 

)  ( 
20 25 ×  3 

4 4 
 
40 ×  2 

4 
  

80 

4 

64,5 ×  3 
+  64,5) =  89,1 kN 

4 
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Diagrama de Esforço Normal (DEN) 

Como nenhuma força horizontal ou inclinada atua sobre a viga, o 

diagrama de esforço normal é zero. 
 

 

 

DEC (kN): 

Os procedimentos para traçado do diagrama de esforço cortante e para 

encontrar a distância em que ocorre o esforço nulo, são os mesmos do exemplo 

anterior. Os cálculos e resultado final do diagrama são abaixo apresentados: 

 

VA =  25,0 kN 

VF =  25  50 =  25 kN 

VB(esq) =  25kN (trecho descarregado) 

  

    

VC (dir)  =  24,5 + 89,1 =  64,5 kN 

VG =  64,5 ( trecho descarregado) 

VD (desq) =  φτȟυ  175 =  110,5 kN VD (dir)  =  110,5 +  203 =  92,5 kN 

VH =  92,5  70 =  22,5 kN 

VL =  22,5  45 =  22,5 kN 

VE (esq) =  22,5 kN VE (dir)  =  22,5 + 22,5 =  0 kN 
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DMF (kNm): 

Os cálculos são apresentados abaixo, bem como, o diagrama de momento fletor: 

 
25 ×  1 

2 
=  12,5 kNm 

MF (dir)  =  20 kNm 

   

15,4 ×  1,54 
MJ (máx) =  95 +  ( 

2 
 

MC =  83,2  (  

  

24,6 × 2,46 

2 
 

 

 

64,5 × 1,843 
 

M =  59,4  (  

2 

 

=  59,4 kNm 

 

 
 

 

ML =  22,5 ×  2 =  45 kNm 

Observações importantes sobre vigas Gerber:  
1- Carga concentrada ativa atuando sobre uma rótula interna, será aplicada como carga ativa uma 
única vez nos trechos desmembrados, tanto faz o trecho. Pode ser em um, OU no outro trecho 
subsequente. 
2- Carga Momento aplicado em uma rótula interna, SEMPRE deve estar muito bem estipulado de que 
lado da rótula interna o MOMENTO APLICADO ATIVO está agindo; se à ESQUERDA da rótula 
interna ou à DIREITA da Rótula INTERNA. Tais MOMENTOS ATIVOS APLICADOS DEVEM aparecer 
em verdadeira grandeza no DMF, do lado em que estão atuando. 
3- Se a Rótula INTERNA NÃO TEM qualquer MOMENTO ATIVO APLICADO, OBRIGATORIAMENTE, 
o MOMENTO FLETOR tem que ser NULO nesta RÓTULA INTERNA. 
4- Também o MOMENTO É NULO, do lado da Rótula Interna que NÃO TENHA MOMENTO ATIVO 
APLICADO daquele lado. 
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7. Vigas Inclinadas 

 
Até agora foram apresentadas vigas, que são estruturas lineares, e, 

portanto, não há a necessidade de decomposição de esforços em outros planos. 

As vigas inclinadas apresentam um ângulo formando estrutura plana e são 

comumente encontradas em escadas e pórticos. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O processo para o traçado dos  diagramas em vigas inclinadas consiste 

na obtenção das reações de apoio, e posteriormente na decomposição dos 

esforços em eixos ortogonais à viga, utilizando o ângulo formado com a 

horizontal. Como a viga é inclinada, não é aconselhável realizar os cálculos das 

reações de apoio através da superposição dos efeitos. Desta maneira, 

calcularemos as reações de apoio através das equações de equilíbrio de Newton 

e faremos seções ortogonais à viga e traçaremos os diagramas. 
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Viga inclinada com carga pontual 

 
 

 
 

Primeiramente, é importante encontrar o ângulo ɻ através do arco 

tangente utilizando as cotas estabelecidas pelo problema. Segue-se com os 

cálculos das reações de apoio através das equações de equilíbrio. 

3 
ɻ =  arctan 

4 

ɻ =  36,87° 

ÓÉÎɻ =  0,6 

ÃÏÓɻ =  0,8 

ɫἙἋ =   

RYB ×  4  30 × 2 =  0 

RYB =  15 kN 

RYA =  15 kN 

ɫἐἧ =   

RYA +  RYB =  30kN 

ɫἐἦ =  

RXA =  0 
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Em seguida, temos o diagrama de corpo livre da viga inclinada com o 

traçado de duas seções entre a carga aplicada. 

 
 

Através do método das seções, encontraremos os esforços axiais, 

cortantes e momentos fletores para as seções em estudo. Definimos os 

intervalos nos eixos X e Y e no eixo que percorre a viga, o qual chamaremos de 

Z. Utilizamos o ângulo ‌ para decompor as reações ao longo da viga e 

perpendicular a ela. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 =  , ° 

ÓÉÎɻ =  0,6 

ÃÏÓɻ =  0,8 

ɫἤἡ =   

VS1 + 15 × 0,8 = 0  

VS1 =  12,00 kN 

ɫἙἡ =   

-3ρ  ρυ  πȟ8 × z = 0 

MS1 =  12,00×  z kNm 

ɫἚἡ =   

NS1 +  15 ×  0,600 =  0 

NS1 =  9 kN 
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Com os esforços internos encontrados, aplicaremos os intervalos de X, Y 

e Z para determinar os diagramas de esforço normal, esforço cortante e momento 

fletor. 
 
 

 

Agora, determinaremos os esforços internos para a seção 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

ɫἚἡ =   

NS2 + 15 × 0,6  σπ  πȟφ  π 

NS2 =  9 kN 

ɫἤἡ =   

VS2 + 15 × 0,8  σπ  πȟ8 = 0  

VS2 =  12,00 kN 

Em ὀ =  ὁ =  ὂ =    ONS1 =  9kN, VS1 =  11,985 e MF =  0kNm 

Em ὀ =  , ὁ =  ,  e ὂ =  ,   ONS2 =  9kN, VS1 =  12,00 e MF =  30,00kNm 

ɫἙἡ =   

ὓὛ ρυὼ σπ ὼ ς π 

 MS2 =  15x-30(x-2)   

Em x =  2, y =  1,5 e z =  2,5  ONS2 =  9kN, VS2 =  12,00kN e MF =  30,00kNm 

Em x =  4, y =  3 e z =  υ ᴼ NS2 =  9kN, VS2 =  12,00kN e MF =  0kNm 
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A partir dos esforços encontrados em  cada ponto da viga, podemos 

construir os diagramas de esforços internos da viga inclinada. 

DEN (kN): 

 
 

DEC (kN): 
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DMF (kNm): 

 

Viga inclinada com carga vertical distribuída  
 

 

Acima temos duas representações para a mesma viga inclinada com 

carga distribuída. Perceba que a carga está distribuída verticalmente ao longo da 

cota em X à esquerda e ao longo de Z à direita. Assim como fizemos no primeiro 

exemplo, primeiramente encontramos as reações de apoio em A e B e traçamos 

o Diagrama de Corpo Livre. 
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Como ocorre somente uma carga distribuída ao longo de toda a viga, 

faremos somente uma seção S para a determinação dos esforços internos. Como 

demonstração, será utilizada a representação da viga com a carga distribuída ao 

longo de Z (eixo que percorre a viga inclinada). 
 

A carga q da seção está localizada no meio da mesma (z/2) e terá o valor 

da carga distribuída multiplicada pela distância Z da seção.

ɫἐἦ =   

RXA =  0 

ɫἐἧ =   

RYA +  RYB =  30 

ɫἙἋ =   

RYB ×  3  30 × 1,5 =  0 

RYB =  15kN  ᴻ

RYA =  15kN  ᴻ

4 
ɻ =  arctan  

3 

ɻ =  53,13° 

ÓÉÎɻ =  0,8 

ÃÏÓɻ =  0,6 

ɫἐ ἤἡ =   

63  φ  Ú  πȟφ  ρυ  πȟφ  π 

VS =  3,6 × z +  9 

ἐ Ἒἡ  
.3 φ Ú πȟψ ρυπȟψ π 

.3 ȟ ὂ  

ἐ Ἑἡ  
 

-3 φ Ú πȟφ
ᾀ

ς
ρυπȟφ Ú π 

-3 ȟ ◑ ὂ 
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ww 
 

 

 

A partir dos esforços encontrados em  cada ponto da viga, podemos 

construir os diagramas de esforços internos da viga inclinada. 

DEN (kN): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

DEC (kN): 

Em ὀ =  ὁ =  ὂ =    ONS =  12kN, VS =  9kN e MS =  0kNm 

Em ὀ =  , , ὁ =   e ὂ =  ,   ONS =  0kN, VS =  0kN e MS =  11,25kNm 

Em ὀ =  , ὁ =   e ὂ =    ONS =  12kN, VS =  9kN e MS =  0kNm 
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Viga inclinada com carga horizontal distribuída  
 

 
Acima temos duas representações para a mesma viga inclinada com 

carga distribuída. Perceba que a carga está distribuída horizontalmente ao longo 

de Y à esquerda e ao longo de Z à direita. Assim como fizemos no primeiro 

exemplo, primeiramente encontramos as reações de apoio em A e B e traçamos 

o Diagrama de Corpo Livre. 

DMF (kNm): 



ECV 5219 ï Análise Estrutural I - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 123  
Prof a. Ângela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Prof a. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Profª Nora Maria De Patta Pillar 

(ECV/CTC/UFSC) 

123 

 

 

3 
ɻ =  arctan 

4 

ɻ =  36,87° 

ÓÉÎɻ =  0,6 

ÃÏÓɻ =  0,8 

 

ɫἐἦ =   

RXB =  30kN  N

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

Como ocorre somente uma carga distribuída ao longo de toda a viga, 

faremos somente uma seção S para a determinação dos esforços internos. Como 

demonstração, será utilizada a representação da viga com a carga distribuída ao 

longo de Y. 

ɫἙἋ =   

RXB ×  3  30 ×  1,5 +  RYB ×  4=0  

RYB =  11,25  Ȣ

ɫἐ ἤἡ =   

63  ρπ  Ù  πȟφ  ρρȟςυ  πȟψ  π 

VS =  6 × y +  9 

ɫἐ Ἒἡ =   

NS +  10 ×  y × 0,8 + 11,25 × 0,6 =  0 

NS =  8 ×  y  6,75 

ɫἐ Ἑἡ =   

MS + (10y)    11,25x =  0 

MS =  5 y2 +  11,25x 

MS + (10y)    11,25x × 0,8 × z =  0 

MS =  5 y2 +  9z 

ou 
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Note que a equação para o momento fletor foi encontrada utilizando cotas 

em Z e Y, mas uma outra equação do momento fletor poderia ser MF = 11,25 

×  x  5 ×  y2, utilizando cotas em Y e X. 
 
 

 

A partir dos esforços encontrados em  cada ponto da viga, podemos 

construir os diagramas de esforços internos da viga inclinada. 

DEN (kN): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

DEC (kN): 

Em ὀ =  ὁ =  ὂ =    ONS =  6,75kN, VS =  9kN, MS =  0kNm 

Em ὀ =  , ὁ =  ,  e ὂ =  ,   ONS =  18,75 kN, VS =  0kN e MS =  11,25kNm 

Em ὀ =  , ὁ =   e ὂ =    ONS =  30,75kN, VS =  9kN e MS =  0kNm 
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DMF (kNm): 
 

Viga inclinada com carga distribuída no próprio eixo 

 
Ao lado temos a representação 

de uma viga com carga distribuída ao 

longo de seu próprio eixo (Z). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Assim como foi feito anteriormente, primeiramente encontramos as reações 

de apoio em A e B e traçamos o Diagrama de Corpo Livre. 
 
 

ɫἐἧ =   

RYA +  RYB  50 ×  0,8 =  0 

RYA +  RYB =  40kN 

ɫἐἦ =   

RXB =   30kN  N

3 
ɻ =  arctan 

4 

ɻ =  36,87° 

ÓÉÎɻ =  0,6 

ÃÏÓɻ =  0,8 
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Como ocorre somente uma carga distribuída ao longo de toda a viga, 

faremos somente uma seção S para a determinação dos esforços internos. 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

ɫἙἡ =  0 

ὓί σρȟςυὼ ρπᾀ
ᾀ

ς
π 

ὓί σρȟςυὼ υᾀ 

ɫἙἋ =   

RXB  σ  υπ  ςȟυ  2YB × 4 =  0 

RYB =  8,75kN  ᴻ

RYA =  31,25kN  ᴻ

ɫἤἡ =   

63  ρπ  Ú  σρȟςυ  πȟψ  π 

VS =  10 ×  z + 25 

ɫἚἡ =   

NS +  31,25 ×  0,6 =  0 

NS =  18,75kN 
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A partir dos esforços internos encontrados em cada ponto da viga, 

podemos construir os diagramas de esforços internos da viga inclinada. 

DEN (kN): 
 

DEC (kN): 

 

Em ὀ =  ὁ =  ὂ =  ὂ  ONS =  -18,75kN, VS =  25kN e MS =  0kNm 

Em ὀ =  , ὁ =  ,  e ὂ =  ,   ONS =  -18,75kN, VS =  0kN e MS =  31,25kNm 

Em ὀ =  , ὁ =   e ὂ =    ONS =  -18,75kN, Vs = -25kN e MS =  0kNm 
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DMF (kN.m) 
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8. Pórticos 
Pórtico é comumente definido na arquitetura como a área ou local com a 

entrada de uma edificação coberta, normalmente uma estrutura alta e elevada 

por pilares ou paredes. Na Engenhara Civil, chamaremos de pórtico toda 

estrutura constituída por vigas e pilares, formando um plano. 
 

Pórtico na entrada do Panteão em Roma 

Fonte da imagem: Wikipédia 

Nesta apostila, trataremos de pórticos planos e isostáticos, dando ênfase 

aos tri-articulados. É importante para a resolução dos exercícios, estarem bem 

definidas e treinadas as 4 situações do traçado dos diagramas de esforços 

internos já estudadas previamente. 
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Nos capítulos anteriores, na resolução de vigas simples, vigas Gerber e 

inclinadas, vimos que o traçado do diagrama de momento fletor deve seguir a 

convenção adotada na Engenharia Civil, onde o lado considerado positivo é o 

lado de baixo da viga horizontal. Nos pórticos, seguiremos esse mesmo 

procedimento, porém, na resolução dos exercícios, é o calculista que determina 

em que lado de cada barra se encontram as fibras do lado de baixo da haste em 

questão. Adota-se um tracejado no lado que se considera como lado de baixo 

das hastes em questão, pensando principalmente nas hastes verticais. 

 
 

Pórtico com barra inclinada 

Primeiramente devemos encontrar as reações de apoio e definir onde se 

encontram as fibras, superiores e inferiores, de cada uma das barras do pórtico. 

Para este primeiro caso, vamos considerar as fibras do lado de baixo como 

sendo as 

mostradas na 

figura 
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A linha tracejada em vermelho é obrigatória e representa o lado de baixo 

em cada barra. 
 

 

 
Com todas as reações de apoio encontradas, prosseguimos com o 

procedimento de decomposição das forças em eixos ortogonais na barra 

inclinada como foi feito na seção anterior. 

 

В&Ø = 0 

RxA +  10(0,6) =  0 

RxA =  -6kN  

В&Ù = 0 

RyA + RyB ɀ 10(0,8) ɀ 30 = 0 

RyA +  RyB =  38kN 

ɻ =  arctan 
3

 
 

ɻ =  36,87° 

3ÉÎɻ  πȟφ 

#ÏÓɻ πȟψ 

В-A = 0 
-10(2,5) ɀ 30(5,5) + RyB(7) = 0  

RyB =  27,14 kN ᴻ  
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Com todas as cargas definidas, podemos realizar o traçado dos 

diagramas para cada uma das barras em análise. É importante notar que nos 

pórticos, as reações presentes em uma dada barra serão transmitidas para as 

outras, podendo ou não ser o mesmo tipo de esforço. 

 

 
Neste primeiro exemplo, a carga de 1,716 kN realiza um esforço normal 

de compressão na barra AD e é anulada pelos esforços cortantes que agem na 

barra DB, pois esses cortantes agem como esforços normais na barra AD e 

vice-versa. 

 

Em A: 

Y: 10,86(0,8) +  6(0,6) =  12,28 kN  ᴻ

X: 10,86(0,6) ɀ 6(0,8) =  1,716 Ë.  O
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DEN (kN) 
 

 

 
 
 
 
 

 
DEC (kN) 

 
 
 

 

 

Pela esquerda 

NA = -1,716 kN (Constante até D) 

ND = NB = 0 

Barra AD pela esquerda 

VA = 12,28 kN (Constante até C) 

VCesq =  12,28 kN 

VCdir =  12,28 ɀ 10 =  2,28 kN (Constante até D) 

Barra DB pela direita 

VB =  -27,14 kN 

VD = -27,14 + 30 = 2,86 kN 

Distância DI =  
2,86 

=  0,286m 
 


























































































































































































































































