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1. Introducéo

Toda e qualquer estrutura sélida no planeta Terra esta sujeita, em menor ou maior
grau, aos efeitos fisicos, ou leis fisicas, que devem ser detectados para que a estrutura
funcione a contento ao longo de toda a sua vida util.

Esta apostila pretende elucidar tal problematica desde a sua concepc¢ao até os
principios basicos a serem obedecidos.

Parametros que influenciam a concepcao de sistemas estruturais

7

A estrutura € um conjunto formado pelas partes resistentes que garantem a
estabilidade de um objeto de projeto, por exemplo, uma edificagcdo. Cada parte da
construcdo, também denominada peca estrutural, deve resistir aos esfor¢os incidentes e
transmiti-los a outras pecas, através dos vinculos que as unem, com a finalidade de
conduzi-los ao solo.

Quando se projeta uma estrutura, a analise do comportamento estrutural exige
gue sejam feitas algumas simplificac6es que conduzem a modelos estruturais. A Analise
Estrutural determina os esforcos e deformacdes a que as estruturas sdo submetidas.

Para que se defina o sistema estrutural mais adequado, para uma determinada
situacao de projeto, devem ser considerados varios fatores. Os principais séo:

 Projeto arquitetdnico:

-Aspectos funcionais (dimensdo do espaco interno, iluminacédo, limitacbes do
espaco exterior, etc);

- Aspectos estéticos (sistemas diferentes geram formas diferentes).

Carregamento atuantes:

CondicGes de fabricacao, transporte e montagem da estrutura (vias de acesso,
icamento).

Z Material estrutural a ser utilizado (cada material possui caracteristicas mecanicas
peculiares); o material deve estar adequado aos tipos de esforcos solicitantes
pelas estruturas.

™M ™
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g comanone:
Esforcos Externos -

g Esforco Normal

Esforcos Intemos

i Esforco Cortante

g Momento Fletor

-
Momento Torsor

Classificacao das pecas estruturais quanto a geometria

Os sistemas estruturais sdo modelos de comportamento idealizados para
representacdo e andlise de uma estrutura tridimensional. Estes modelos obedecem a
uma convencdo. Esta convencdo pode ser feita em funcdo da geometria das pecas
estruturais que compdem o conjunto denominado sistema estrutural.

Quanto a geometria, um corpo pode ser identificado por trés dimensdes principais
gue definem seu volume. Conforme as relagdes entre estas dimensdes, surgem quatro
tipos de pecas estruturais:

¥ Barra: duas dimensfes da mesma ordem de grandeza e uma terceira maior que
as outras duas.

¥ Barra de elementos delgados: as trés dimensdes principais sdo de diferentes
ordens de grandeza. E o caso dos perfis metalicos, onde a espessura é muito
menor que as dimensdes da secéo transversal, que é menor que o comprimento
da peca. As barras de elementos delgados sao tratadas, sob o ponto de vista
estrutural, da mesma forma que as barras, excecao feita a solicitacdo por torgéo.

7 it
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Z Folhas ou laminas: duas dimensdes de mesma ordem de grandeza, maiores que
a terceira dimensao.

Subdividem-se em:

- Placas: carregamento perpendicular ao plano médio;
- Chapas: carregamento contido no plano médio;

- Cascas: superficie média curva;

- Bloco: as trés dimensdes sdo da mesma grandeza.

Classificacao das pecas estruturais quanto as cargas

Tracionadas (cabos): pontes pénseis, pontes estaiadas, tirantes e membranas em
cupulas.

Comprimidas: pilares, arcos e escoras.

Trelicas: tracionadas e comprimidas.

De cisalhamento: paredes em edificios em zonas de sismos e ventos fortes.
Flexdo: vigas, porticos e lajes.

MM MNEMN ™
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Graus de Liberdade, Estaticidade e Estabilidade

Graus de liberdade

As estruturas no espaco estdo submetidas a uma resultante de um sistema de
forcas e uma resultante de momentos em um certo ponto. A resultante de for¢as nesse
ponto leva a uma tendéncia de translacao e a resultante de momentos nesse ponto leva
a uma tendéncia de rotagao.

A translacdo pode ocorrer nos trés eixos ortogonais bem como a rotacao, logo,
uma estrutura no espaco possui seis graus de liberdade.

y

Em uma estrutura, torna-se necessario restringir esses graus de liberdade para se
atingir a estabilidade. Os vinculos séo os elementos responsaveis por evitar as possiveis
tendéncias de movimento, através de reac¢des contrarias as tendéncias.

Quando os vinculos ligam os elementos da estrutura entre si sdo chamados de
internos, e quando ligam a estrutura ao meio externo sdo ditos vinculos externos.

Vinculos Planos

No plano, um corpo rigido qualquer tem trés graus de liberdade de movimento:
deslocamento em duas direcdes e rotacao.

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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Os vinculos séo classificados de acordo com o grau de liberdade que permitem
(ou do numero de movimentos que impedem):

 Apoio simples ou de primeiro género:

O apoio de primeiro género € aquele que impede o deslocamento em apenas uma
direcdo. A reacédo (R) aparece na direcdo do movimento impedido.

Exemplo de movimento: rolete de skate.

Rx=0
: ( Ry=0
TRV ._Rx

Z Articulacdo, rétula ou apoio do segundo género:

O apoio de segundo género impede todas as translacdes possiveis no plano,
ficando a rotacéo livre. As reacdes de apoio (R) aparecerdo na direcdo das translacfes
impedidas.

Exemplo de movimento: dobradica.

y Mz=0 Rx

P>

X

Z Engaste ou apoio de terceiro género:

O apoio de terceiro género impede todos 0s movimentos possiveis no plano.
Dessa forma, aparecem trés reacdes de apoio: duas referentes aos movimentos de
translagéo (R) e uma ao movimento de rotagéo (M).

Exemplo de movimento: poste enterrado no solo, trampolim.

X
‘w
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Estaticidade e Estabilidade

Uma estrutura é dita restringida quando possui vinculos para restringir todos os
movimentos possiveis da estrutura (translacéo e rotacdo). Trés casos podem ocorrer na
estrutura de acordo com a limitagédo dos graus de liberdade:

£ Estruturas Isostaticas: sdo estruturas com numero suficiente de vinculos para
garantir sua restricdo aos movimentos. Os apoios sao dispostos de modo a
restringir seu movimento com o nimero exato de reacfes necessarias, ou seja, 0
numero de equacdes de equilibrio é igual ao nimero de incognitas. As estruturas
sdo o0 objeto de estudo da Andlise Estrutural I.

£ Estruturas Hiperestaticas: sdo estruturas com vinculos em abundancia para
garantir sua restricdo aos movimentos. Os apoios sao dispostos de modo a
restringir seu movimento com mais reacfes do que equacdes de equilibrio,
chegando-se a um sistema de equacdes indeterminado (mais incognitas que
equacgoes).

Z Estruturas Hipostaticas: sédo estruturas nao restringidas. Os apoios séo dispostos
de modo que o numero de reagBes € menor do que o numero de equagdes de
equilibrio, ou seja, essa estrutura ndo possui vinculos suficientes para garantir a
estaticidade minima necessaria.

2. Grau de Estaticidade i GH

Uma estrutura é classificada segundo seu grau de estaticidade (GH) no plano das
maiores acfes, uma quantificacdo do quéo estavel a estrutura € no plano através da
analise de seus vinculos internos e externos.

Quando:

Z GH =09 Estrutura Isostatica;
Z GH > 0© Estrutura Hiperestatica;
Z GH < 0© Estrutura Hipostatica.

O grau de estaticidade pode ser calculado através da formula:
EeE= A+ A+ A E
Onde:

Z C = grau de conexao dos vinculos de 12 classe;
£ C = grau de conexdo dos vinculos de 22 classe;
£ G =grau de conexdo dos vinculos de 32 classe;

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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Z M = namero de hastes presentes na estrutura.

VANIRVANE oh ot T el B

Grau de conexdao do vinculo:
Numero de barras e elementos que concorrem no vinculo i 1

Exemplos:
M=1 GH=1.G+2.CG+3.G 3M
TR GH=11+21 o8Tm
C1=2-1 =c- GH=0
C1=1 C2=1
Estrutura Isostéatica e Restringida
1.
2. GH= 1.G + 2.+ 3.Cs  3M
% GH=10+20+08p o8
M=1 GH= 0
C3=2-1 . o
C3=1 Estrutura Isostatica e Restringida
3. GH=1.G+2.G+3.G o-
A M=1 A GH= 1.0+ 2.(1 + 1) o8Tm
C2=2-1 C2=2-1 GH=1
C2=1 C2=1

Estrutura 1x Hiperestatica e Restringida

GH=1.G+2. G +3. &G 3M
GH=1.(1+1+1) +20 o 8311
GH=0

> -
{E
>

C1=2- 1=2-
C1=1 1=1

®l@)
ol@)

11 "12'1 Estrutura Hipostaticae NdoRestringida

OBS.: Note que apesar da estrutura apresentar grau de estaticidade igual a zero, ela ndo
possui restricdo ao movimento de translacdo no eixo X, ou seja, ndo possui apoio de
segundo género, tornando-se nao restringida, portanto hipostatica.

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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5. €3=21 C3=2-1
C3=1 C3=1
GH=1.G+2.&+3.G o -
GH=11+21+3.(1+1) 3.3
GH=0
M=3
Estrutura Isostéatica eRestringida
2 E
6.
C3=21 C3=2-1
C3=1 C3=1
GH=1.G+2.G+3.G 3M
GH=11+21+3.(1+1+1+1) 34
i GH= 3
c3=21 C3=2-1 Estrutura 3x Hiperestatica e Restringida
= C3=1
T =

1

Nos exemplos 5 e 6 existe a presenca ndo sé de vinculos externos, mas também
a atuacado dos vinculos internos. Nesses casos, podemos definir o grau de estaticidade
externa (GE) relativo exclusivamente aos vinculos externos, considerando o M=1 e o
Grau de Estaticidade Interna (GI) é relativo excluisavmente aos vinculos internos da

estrutura. Sendo:

Onde:

GH=GE + Gl

# GE = Grau de estaticidade externa (Gt + 2.G + 3G 3x1);
# Gl = Grau de estaticidade interna (3Q C);

Z Q = Quadros.

OBS: Cada quadro fechado, tem Gl = 3x hiperestético e as rotulas internas, baixam o
graus de estaticidades no valor do seu graus de conexéo C:2

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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7.
C3=21 C3=21
C3= C3=1
M=4
C3=21 —9.
€3=1 Gy
C2=2-1 Ci1=21
C2=1 C1=1

GE=1.G+2.G+3.G 3
GE=11+21+3.0 3
GE=0

GI=3Q C
GI=31 O
GI=3

GH = GE + Gl
GH=3

Estrutura 3x Hiperestatica e Restringida

OBS.: Um tipo especial de pértico é a viga Vierendeel, exemplificada na figura anterior.
A viga Vierendeel constitui um painel retangular formado por barras engastadas

ortogonalmente.

8.
C3=21 C3=21
C3=1 C3=1
C3=21
C3=21 c3=1
c3=1
C3=21
C3=1 C3=2-1
C3=1
C1=21 C2=2-1
g &

GE=1.G+2.G+3.G 3
GE=11+21+3.0 3
GE=0

Gl=ol &
GI=31 O
Gl=3

GH = GE + Gl
GH =3

Estrutura 3x Hiperestatica e Restringida

OBS: O GI de uma estrutura fechada € igual a 3, independentemente de sua forma
geométrica. Entretanto, quando ha uma rétula interna, ela diminui o GH no valor do seu

respectivo grau de conexao (exemplos 9 e 10).

F Tirante (G):

G=1

=

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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# Articulacdo ou Rétula (&): C2=4-1=3

C>=2-1=1 C2=3-1=2

—o—4

9.
GE=1.G+2.CG+3.CG 3
=91 3=21 GE=1.1+21+30 3
C2=1 C3=1 GE=0
Gl=ocl C
Gl=31 1
Gl=2
o =2 GH = GE + Gl
GH=2
C2=21 C1=2-1
C2=1 C1=1 Estrutura 2x Hiperestatica e
Restringida
10.
%222%-1 83231 GE=1.G+2.&+3.G 3
o 0 GE=11+21+30 3
GE=0
Gl=3Q G
_ Gl=32 (1+2+2+1)
c2=31 8";;%" Gl=0
c2=2 &
_ LN GH =GE + Gl
Co=1 g GH=0
Estrutura Isostéatica eRestringida

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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11.

82222{‘(\ o GE= 1.G+ 2.;+3.G 3

GE=11+21+08m
GE=0

GI=3Q C
GI=30 1
Gl= 1

e GH =GE + Gl
C2=21 C1=2-1
C2=1 G1=1 GH=-1

Estrutura Hipostatica e Nao
Restringida

OBS: Os tirantes séo elementos lineares capazes de transmitir esfor¢cos de tracao
entre suas extremidades. Nessa estrutura, ira impedir o deslocamento no plano,
somando +1 no Gl e tornando a estrutura estavel.

12.

€2=:2:1 C3=21 GE=1.G+2.CG+3.G 3

SRt g Ea=1 GE=11+21+30 3
GE=0

C2=2-1 =2 .

gath o9 Gl= 3Q &2

GI=31 (1+1+1)
GI=0
GH =GE + Gl
C2=2-1 Cl=2-- =
Cot 81:%1 GH=0
Estrutura Isostatica eRestringida

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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13. Considerando o tirante como um vinculo interno de primeira classe adicional de
equilibrio interno de primeira classe, sem considerar o quadro como fechado:

C2=21 €3=24
C2=1 £3=4
C d
C2=2-1 c1=2-1
C2=1 C1=1

Em todos os casos de estruturas planas:

GE=1.G+2.G+3.G 3
GE=11+21+08T1
GE=0

Gl=3Q+C1 C

GI=30+1 1
Gl=0

GH =GE + Gl
GH =0

Estrutura Isostéatica eRestringida

Outra forma de verificar o Grau de Estaticidade Externo de uma estrutura (GE) é
avaliar os vinculos externos e as equacdes disponiveis que incidem sobre ela, sendo:

EAR A

Onde:
X = numero de incognitas (reacdes de apoio);

E = nimero de equacdes de equilibrio.

As equacdes de equilibrio no plano sdo: + &= 0;t &=0;1 -z= 0.

Observacgoes:

£ Toda vez que adicionarmos rotulas internas em uma estrutura, essas baixam o
grau de estaticidade que deverd ser garantido por equacdes adicionais de

equilibrio interno de M= 0

# Sempre que a estrutura apresentar um quadro, serdo acrescentadas 3 reacdes
internas adicionais tantos quantos forem os Quadros Fechados;

 Grau de Estaticidade Interno: GI=3Q-l.
# | = grau de conexao das roétulas internas.

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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Exemplos:
1.
A B GE=X E
GE=3 3
— +— RxB GE=0
B¥R RyB Gl=3Q |
Gl=3.0 0
Gl=0
Reacbesem A 1
Reacbes em B = 2 GH= GE+ GI
Reagoes (X) =3 GH= 0
Equacdes de Equilibrio (EF 3 Estrutura Isostatica eRestringida
2.
A B C . D
sl s, 2% % %
f t 1 t
RyA RyB RyC RyD
Reacbesem A =2 GE=XZE
ReacBes em B =1 GE =523
Reacbesem C =1 GE =2
Reacbesem D =1
Reacgbes (X) =5 Gl=3Q |
Gl=3.0 2
Gl=-2
Equacdes de Equilibrio = 3 GH= GE+ Gl
Rétulainterna G = 1 GH=0
Rotula InternaCG = 1
Equacdes de Equilibrio (EF 3 Estrutura Isostatica eRestringida

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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GE =473
GE =1

Gl=3Q7C
Gl= 3.27 (1+1)
Gl= 4

1 1 GH=1+4
RyA RyB GH =5

Estrutura 5x Hiperestatica e

Reacbesem A =2 o
Restringida

Reacdes em B = 2
Reacdes (X) <4

Equacdes de Equilibrio (EF 3

3. Trelicas Planas

Essas estruturas possuem grande presenca nas constru¢des. Sua aplicagdo vem
desde telhados, pontes, torres para linha de transmissdo. Sao formadas por barras
ligadas através de nos rotulados. As forcas aplicadas nas trelicas devem ser aplicadas
nos nos. Com essa caracteristica, a estrutura pode ser formada, conforme a necessidade
da trelica. De acordo com a utilizacao das trelicas as barras podem mudar de posicéo e
uma nova composicao é formada.

Classificacdo quanto ao equilibrio estatico:

Sejam as variaveis b = nimero de barras, r = nimero de reacfes, n = numero de

Em cada n6 tem-se dois movimentos impedidos internamente , d=2 no caso
bidimensional, por isso o nimero de movimentos impedidos internamente em cada n6 €
‘Qx ¢ onde d=2 e n € o numero de nos da trelica.

Desta forma podemos classificar as trelicas como segue:

b+r < 2x noudeslocavel © Hipostatica
b+ r = 2xn eindeslocavel © Isostéatica
b+ r > 2xn eindeslocavel © Hiperestatica
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Exemplos:

1. Classifique a estrutura:

NUmero de barras: b = 13

@
/\\\ Numero de reagbes: r = 3
[\
/

) NUumerodenés:n =7

b+r=13+3 =19
2xn=2x7=14
19>14: restringida

Classificacao5x Hiperestatica

N A 4:;‘8 RxB Hastes cruzadas indicam trelicas
5 hiperestaticas

Perceba que em alguns casos as barras podem se cruzar e ndo apresentarem
ligagBes (nds) entre si, sem transmissédo de carga alguma. Por isso, 0s nos devem ser
indicados no caso de haverem situacdes como esta.
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2. Numero de reacbes: r =3
3 NUmero de barras: b=9
NUmerodenés:n =6

N
)
D
-,
-

“ ';<RxB b+r=9+3=12
2xn=2x6=12

A
A 12=12: restringida
RyA RyB

Classificacaolsostatica

Equilibrio dos Nos:

Neste método de resolucdo é analisado cada né separadamente. Como a
estrutura é estatica, sdo utilizadas as equacdes de equilibrio em cada n6 da estrutura.
Para analise inicial consideramos que a forca normal € de tracdo. Assim, se o resultado
for negativo, saberemos que a forca sera de compressao.

Ao iniciar o problema é necessario calcular as reacdes externas e em seguida
verificar qual ndé possui numero de incognitas menor para obter os esfor¢os internos
normais ou axiais em suas hastes.

Exemplos:

1. Calcule os esforgos internos da trelica abaixo.

1,3

F=10kN
Reacdes
F=2kN o o
Mg =0
10x1 Rvax2 2x13=0
10 Rwax2 26=0
7,4
Rya= — = 3,7kN
2
XFy =0
Rva+ Rye 10 =0
AL o Re= 10 3,7= 6,3kN
A ' RxB
A 1,0 | 1,0 A SFx =0
RyA RyB —RXB + 2= 0
Rxs = 2kN
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Depois de calculadas as reagdes isolamos 0s n0s até encontrarmos todas as
reacoes.

Z NOA: ,
] = tanzt___= 52,43°
N o7 SFy =0
A Rya + Nac X sina =0
Rya _ 3,7

Nac=  5ET | 0793
A/ a Nas = 4,67kN

A XFx =0

Nac X cosa+ Nap = 0
467 x0,610+ Nag= 0

RyA Nag = 4,67 x 0,610 = 2,85kN
Z NO B:
Nec a = tan-! 1—3'1
1
XFy =0
\ Rys + NBc X sinaa = 0
; Nsa A §< . IECYB 6,3
' o RxB Nec= T, 07
X OET 4 0,793
X h
Nag= N
RyB A= Nga

As forcas Nesc e Nac apresentaram resultados negativos, isso quer dizer que o
sentido que foi arbitrado, como saindo do né (tracionando), na realidade, s&o
comprimidas.

Os esforgos internos estéo dispostos no desenho a seguir:
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F=T0kN
F=2kN C
Nca =4,67kN /1 . Nce=7,95kN
// \\\
Nac =4,e7x£|/'/ \\~\|:Bc = 7.95kN
A a  Nas 285N Neazsskn O AB »
X ‘ ‘ RxB
RyA RyB
2. Calcule os esforgos internos da trelica abaixo.
. 1,0 . 1,0 1,0 1,0
F=10kN F=20kN F=10kN F=10kN F=20kN
= F ! S
<
H p=1oxn B RxB
ARYB
v
Reacdes:
utt -Aa=0
10x1+Ryex2+10x1 10x1 10x2 20x3=0
90
Rve= 5 = 45kN
t &=0

Ra+ Rys 10 20 10 10 20 10=0
Rva= 80 45 = 35kN

t &=0
Rxe= 0
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Apés calculadas as reacdes, analisaremos cada nO separadamente e
calcularemos os esforcos internos. E preciso ter aten¢do ao escolher os nés. Como s&o
duas equacbes de equilibrio, cada n6 deve ter apenas duas incégnitas. Por isso
escolhemos o né C para iniciar, mas poderiamos ter escolhido também o né G pelo

mesmo motivo. A medida que as forcas internas sdo calculadas, outros nés poderao ser
escolhidos.

YFy =0
10 Ncssind5°= 0
F=10kN Nea= 0 - 10
sin45° 0,707
= 14,14kN
"Eaa , 1'E
Nca= Nac

Z NO C:

Nep
as>

C

NCA XFx =0
Nep + Ncacos45° = 0
Nco+ ( 14,1)cos45°= 0
Ncp = T "E
Nep= Npc

\it

t &=0
Rva+ Nap+ Nacsind5°= 0
Nap= 35 ( 14,1)sin45°
AD = 25kN
n B TE

Nac '4 5\‘ N;}H Nap= Npa
AZE " t &=0

A Nan Naccos45°= 0
RyA NaH = Naccos45°
Nan = ( 14,1)cos45°= 10kN

F NOA:

N

/
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Z N6 D:
F=20kN

_ Py Noe
Noc 45°

' Np+
v Nba

Z NOE:
F=10kN

NED‘ E NEf

NEes

2Fy =0
—20 — Npa — Npusin45° =0
20+ Npa 20
DH = . S =
sin45 0,707
= 7,07kN
=Y [ =
Npr= Nup
YFx =0

—Nbc + Npucos45° + Npe = 0
Npe = Npc — Npucos45°
Noe = 10 7,1cos45°= 5kN
Npe= 1"E

Npe= Ngp

t+ &=0
10 Nenw=0
"Bag= i NE= Nue

tFx=0
Nep+ Ner= O Ner= Nebp
= 5kN

"Bac= 1 Mer= Nee
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F NOH:

Z NO B:
Ner

/%NBG

NBH 45{

B /frrm

RxB

RyB

Z NOG:

F=20kN

Nes, “

XFy =0
—10 4+ Nue + Nursin45° + Nupsin45° =0
10 — Nug — Nupsin45°

Nur = sin45°
10 ( 10) 7,1sin45°
Nur = ——
sin45°
_10+10 /,1sin45°
HF ~ sin45°
“E é : , 'l‘ “E
NprE= Ny
2Fx =0

NuB + Nurcos45° — Nupcos45° — Nua =0
NuB = —Nurcos45° + Nupcos45° + Nua
Nup = —21,2c0s45° + 7,1cos45° — 10

= 20kN
NuB = TE
Nug= Npy

YFx =0
—NBgH + NBccos45° — Rk = 0
Ngy + Rpx _ 20+ 0
cos45° 0,707
"Ba: = , 1 E
Np¢ = Ngg

NBc = = 28,3Qt

XFy =0
Rve+ Ner+ Ngasind5°= 0
Ner = 45 ¢pyho OET 1
Ner= 45+ 28,3sin45°= 25kN
NBr = T E
Ng= Npp

t &=0
Ner Neec0s45°= 0
Ner= Noegos4s= cyho AI
B iNE

Nrg

Os resultados calculados neste exemplo sao apresentados no desenho seguinte:
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F=10kN F=20kN 10kN F=20kN
10kN D% 5kN F% 20kN G
C — <« | — < =% =
R N A
3 [ N
<7 25kN % 25kN N
KN ) ®
N 4
10kN
= =3 oy —
A " RxB=0
A
RyA=35kN RyB=45kN
Cremona:

Este método de resolucéo de trelicas utiliza a forma grafica. Atraveés do equilibrio
gréafico dos vetores concorrentes nos nos é possivel saber as forcas internas da trelica.
Dessa forma, é preciso que as forcas estejam em escala e que se tenha precisao de
angulos. Neste método é analisado n6 a né e deve se comecar pelo n6 com até duas
forcas desconhecidas. Como nos noés das trelicas as forgcas resultantes sdo zero, o
desenho final deve ser um poligono fechado de vetores, ou seja, a origem do 1° vetor
deve coincidir com a flecha do ultimo vetor.

Exemplo:

1. Calcule as forcas internas da trelica indicada abaixo pelo método de Cremona.

F=20N
F=40N
i ‘ % G
// \\
/ 5
/ LY
/ N\ 3
/ y o
/ k.
/ LY
RXA A/ L
/\ A
= 1,00 1,00 fRyB
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Célculodas Reacoes

OXMaA=0

40x 1,3 20x1+ Rygx 2,0=0

40x1,3+20x1

Rys = = 36N

2,0
NA A=

XFy =0
Rya + Ry = 20
Rya =20—36 = —16N

Nf w= 'E
XFx =
N A= E

Os resultados estéo dispostos a seguir:

RyA=16N

Passos para resolucao da trelica:

1,30

Escolha um n6 que possua até duas incégnitas. No caso desta trelica, todos os nés

s6 possuem duas forgas desconhecidas, entdo se optou pelo né A.
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1. Adotar uma escala para todo o problema.

2. Colocar as forcas que estédo aplicadas no n6 em escala, direcdo e sentido iguais
ao da trelica. Escolher uma forca para comecar e no final desta forga aplicar as
demais sucessivamente. Uma sugestdo é colocar as forcas seguindo o sentido
horério para que nenhuma seja esquecida.

3. Tracar uma linha mestra na direcdo da barra que se quer descobrir a forca interna
no local onde se desenhou a ultima forga conhecida.

4. Continuar tracando as linhas mestras até que todas as barras estejam
representadas e que se chegue novamente no ponto de inicio. No caso do
exemplo, sabemos que devemos fechar o poligono, entdo tracamos a reta AB na
direcdo da barra AB passando pelo ponto de inicio do poligono.

5. Tragar as forcas e medir seus tamanhos. A forca terd o valor medido de acordo
com a escala. Por isso é importante que os angulos e a escala estejam corretosja
gue o resultado depende da habilidade de quem desenha.

|-N6 A Ilelll-N6A IV-N6A
__Inicio AB Nab=27,69N
<—l Rya A:'—iRya Nac=20,19N Rya
Rxa L Forgas conhecidas R Rxa

I-N6C Il -N6C IV -N6C

Inicio

20N 20N| ~ CB 20N

Ncb=45 42N

40N

Nac Nac Nca

Forgas conhecidas Zv/i _40N

—Z

0 10 20 30 40N
[ m—

Escala
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Exemplo:

2. Resolva as forgas internas da trelica segundo o método de Cremona.

F=20kN
> Calculodas Reacbes
OXMa=0
= 20x6 20x12 20x 18+ Rygx 12
% =0
R —20x(6+12+18)—60kN
9 YB = 12 =
o naa= 1
YFy =0
8_ Rya + Ry = 0
RXA / i = i
= ﬁ SFx = 0
/ A A A= [
RyA T 6,00 6,00 TRyB

As resolucdes estdo desenhadas a seguir de acordo com 0s nds. Foram seguidos 0s
passos do exemplo 1.
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A ' AB Nas=40kN
Rya AC,
< 4 =
Rxa f Rxa
B Nas . Nazs
— {_ﬁ
BC
RyB
BG

0 102030 40kN

)
Escala
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Notacdo Bow:

E uma forma de notac&o da trelica que permite que através de um Gnico gréafico
se resolva a trelica. Para usar esta notacdo devemos marcar com letras 0s espacos

compreendidos entre forcas e as forcas serdo indicadas pelas duas letras que ficarédo
entre elas.

Primeiro busque tracar as forcas que ja sdo conhecidas. Para encontrar as forcas
internas trace paralelas as barras nos pontos que vocé deseja encontrar;
preferencialmente comecar por aquelas com dois pontos conhecidos e encontrar o outro
ponto pela intersecc¢do de duas retas.

Seja a trelica do exemplo anterior:

0 10 20 30 40kN

Escala usada nos gréficos: ——

o a Vamos iniciar pelas for¢as conhecidas.
Pelaescalafazemoso gréafico ab de 60kN
segundo direcéo, sentido e intensidade

l B60kN daforca. Apdsisso,tracamoshbc de 60kN
50kN 20kN 20kN para a esquerda.
c d e Apartir do ponto ctemosasforcascd,de
' . l b=f
< B6OKN e ef de 20kN. Dessa forma, voltamos a
ponto b, por issob=f.

Para descobrirmos a préxima letra devemos analisar a estrutura e 0os pontos que
ja séo conhecidos.
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Com o0s dados iniciais, podemos
. a encontrar o ponto g. Para isso, tragamo
uma reta paralela a reta cg que pass
pelo ponto c, e novamente uma rete
paralela ag que passa pelo ponto a.
interseccdodessasduasretas dara entdo
0 pontog.

¢ d B O comprimento das retas representam &
intensidade das respectivas forcas
internas das barras da trelica.

| p=f

Com a notacdo de Bow a resolucéo pelo método gréfico se torna mais
simplificada, ja que € preciso desenhar apenas uma vez o grafico.

SecOes de Ritter:

Este método é mais utilizado quando se quer conhecer determinados esforcos das
barras, verificar esforcos em estruturas construidas. Inicialmente secciona-se a estrutura
de modo que se obtenha as forcas desejadas dessa secéo, resultando duas partes da
trelica; através delas podero ser encontradas as forgas desejadas. E importante lembrar
gue a se¢ao nao pode cortar mais do que trés barras com esfor¢os desconhecidos, para
gue nao se tenha mais incognitas do que equacdes; estas trés barras ndo podem ser
concorrentes, paralelas entre si. Contudo, duas a duas podem ser concorrentes no
mesmo ponto ou paralelas entre si.
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Para resolver basta usarmos as equacdes de equilibrio em uma das partes da
secao. A escolha vai depender do calculista. Geralmente utiliza-se a se¢éo mais simples,
gue necessite de menos calculos iniciais.

Neste método € usual utilizarmos uma equacao de equilibrio de translacdo e duas
equacdes de equilibrio de momentos convenientemente escolhidas, de forma a resolver
mais facil e rapidamente os esforcos nas hastes seccionadas.

Este método é apropriado para trelicas com altura ou comprimento constante
(trelicas tipo Shed).

Exemplos:

1. Considere a trelica a seguir:

1,00

1,00

F=2kN F=2kN
E E i
. 4
S e
\\\ \\\\
S, \\
\\\ \\\
\\\\ \\\

D B N F D N \\\\ £
7 Ry R b gt
Z ~& £ Thagt
1 S 1
= h SN = \ ’ % B

\\\
. \\\ \‘
\\
Bl S ~1G ‘ C i Sy G
~
> 4 ‘\\ rs R
= < S 4
w s lel. R
~_ .
W \\‘\
S ~. \\\
A ) A A ™ )
= B /n RxB / //\) RxB

RyA _RyA
RyB T TRyB

Para isso, precisamos encontrar as reacdes dos apoios da trelica. Segue abaixo
os calculos:
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1,00

F=2kN

1,00

F=1kN

1,00

F=1kN

nos.

RyA
T TRyB

| 2,00 |

v+'B:O
Rax2 1x1 1x2+2x2
=0

Rvya= = 0,5Kn

N -

1 &=0
Rva 2+ Rns=0
05 2+Rwns=0

niws . 1 E
t &=0
naa= 11 E

Suponha que se deseja descobrir o esforco interno nas barras Ocep, Ucp, Ucr A0
observar a estrutura € necessario verificar a melhor forma de obter esses resultados. No
caso do exemplo a secéo passa entre a barra CD até GF permitira que se obtenha essas
informagdes. Ao cortarmos a estrutura escolhnemos a parte superior por ser a mais
simples. Para os calculos arbitra-se como tracdo, como no método de isolamento dos
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Para encontrar ¥, , devemos
F=2kN fazertd o = 0.

Para encontrar dl rusamos
t0c= 0.

Lembrando  que podemo:
utiizar um ponto que nac
apareceno corte pois mesmoem
um ponto fora da estrutura o
momento devera ser zero ja qu
o braco de alavanca € nulo.

J
Noc \ le Para encontrar 4 ., usaremos
Nog 1"@=0out™@= 0.

No caso da estrutura estudad
utiizaremos +"@ = 0 pois
utilizard menos forcas.

F=1kN

F=2kN

1
E [ = tand 5: 26,56°
Al 610,894
O A1=10,447

OXMp =0
R _F Nrex 2= 0
R B =

F=1kN

OXMc=0

Noc k lNFG Nbocx 2 1x1+2x2=0

YFx =0
1+ NoA T G0
Neoo Lo 1
b= AT Or 0,894
= 1,12kN
"Ba¢=  , 1 E

OBS: Nota-se no calculo acima, que ndo entraram as reacdes de apoio.

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
Colaboracao: Programa de Educacao Tutorial - PET



ECV 52191 Anélise Estrutural | - 36

Os mesmos valores devem ser encontrados se analisarmos a outra parte da
estrutura. Encontraremos as forcas internas usando a outra parte da sec¢éo; elas devem
ser iguais as encontradas na primeira parte do exemplo.

De

Para encontrar U cp devemos fazer

NcoT w e tuc=0.
Paraencontrar O cusamost U p = 0.
C | B G .
= 3 g Para encontrar Ngp utilizamos
T . '@ = 0.
2 R
”;4 RxB
ARYA A
RyB

1
[ = tanzl 5: 26,56°

u‘l’-:O
RyaX2—Rxp X1
Ncp = = 1,5kN
2
Neo = 1,5kN
OXMp =0
NerX24+1X14+RysX2—RxgX?2
=0
1 3+4
Ngg = — = OkN
2
Ngr =0
1 — Rxs — Nepcosp = 0
2 1
Nep = @— 1,12kN
Nep= 1,12kN

Como esperado, as forcas internas sdo as mesmas calculadas na primeira secao
escolhida.
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2. Trelica tipo Howe, tesouras de telhado. Calcule as forcas internas Ncp, Ncg Nra

F=2kN

F=0,5kN 7D

F=1kN F=1kN

4,50
(¢

2,25

ReA DA e G H
"ARyB
RyA 2,50 2,50 2,50 2,50

Célculodas Reacdes

u +DA:0
1x25 2x5 1x75+ Rvysx 10
2 05x45=0

2,50+10+ 7,50+ 2,25
Rys = 10

= 2,225kN

nia= i "E
2XFy =0
Rva + Ry = 4
Rva=4 2,225= 1,775kN
naw= [ =
t &=0

Rxa+ 0,5=0
Rxa = —0, 5kN
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RxA =0,5kN A

4,5
[ = tanzla): 41,99°

OE E p,669
AT &10,743
O EMc =0
—Rva X 2,50 + Nrg X 2,25 + Rxa X 2,25 = 0
1,775% 2,50+ Necx 2,25 0,5x 2,25= 0

N 44375+1125
o= 2.25 -

"B:= , 1 E
OXMg=0
Rax5+1x25 NcoOEK PS5 NchAl ®pR,25=0

8,875+ 2,5 (Ncpx 0,669% 2,5 (Ncpx 0,743% 2,25) = 0
6,375
Nep = —m= —1,91kN
Nco = —1,91kN
t &=0
Ra 1+NctOET 1 cEI=[0
1775 1+ 1,91x0,669 NcdDEE P

y 1775 1 191x0669  __
6= 0,669 -

Nce = —0, 75kN
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4. Reac0Oes de apoio segundo as regras de
Superposicao dos Efeitos

Quando h&a uma forca ou momento aplicada em uma viga com determinado tipo
de apoio, surgirdo reacdes nos apoios, de modo que a estrutura fique estatica. Cada tipo
de esforco correspondera a reacdes iguais e com sentidos opostos aos mesmos. O valor
total final das reacfes sera a superposicao das reacdes parciais de cada carga aplicada.
Essas regras auxiliam na hora de calcular as rea¢cfes dos apoios da estrutura e diminuem
o tempo dos calculos.

Considerando convencéo positiva ou convencéao de Grinter:

Estas regras sdo validas apenas para vigas horizontais. ,
Superpde-se individualmente os efeitos de cada carga atuante na viga.

12 Regra: Forca concentrada entre apoios

Para os célculos das reacdes considere a viga biapoiada, desenhada abaixo:

F

A —
T RxB

s
=

RyB
a b |
L
Para encontrar’Y 04, Para encontrar’Y 64,
u t0 L1 u t0 T
Yo 0 O @ m Y6 0 O & T

v D v O
Y 0 0 &€ QOB ARED Y O 0 &€ "QQBYRED

Obs. Essa forga concentrada podera ser uma resultante de uma carga distribuida
Neste exercicio a reacdo horizontal ndo ocorre pois ndo tem carga ativa horizontal.
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DCL (Diagrama de Corpo Livre):

YA

RyB=F xa
L

L ;

A reacdo no apoio, guando uma carga F é aplicada entre dois apoios sobre a viga,
sera o valor da forca multiplicada pela distancia entre a forca e 0 apoio oposto. dividido
pela distancia entre 0s apoios, com o sinal gue lhe é pertinente.

22 Regra: Momento aplicado entre dois apoios

Considere o0 momento aplicado M em forca x distancia perpendicular a carga em

uma viga como a ilustrada abaixo:

A

-

7
B
—
RxB
RyB

L

RTA a
|

L |

Paraencontrar'Y 0:
utt -a=0
YOxL+M=0
Y O — [unidade de forca]

Paraencontrar 'Y O:
u + 4 -B = 0
YOxL+M=0

YO —J[unidade de forca]

O lado B tende a levantar, por isso a resultante neste ponto € negativa, visto que o apoio
esta apoiado na extremidade B. Outro aspecto importante de se observar é que a posi¢ao
em que 0 momento se encontra ndo interfere no valor da reacdo, apenas a distancia entre

0S apoios.
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DCL:
|
é A - 4/3 B
RyA =M RyB =M
L L
| L l

Momento em uma viga apoiada produz reacdes que valem o momento dividido
pelo vao entre 0s apoios com o sinal que lhe é pertinente. As reacfes independem da
posicdo da carga momento na viga.

32 Regra: Viga engastada
Seja uma viga engastada no ponto A e uma for¢ca concentrada F aplicada em um
ponto a uma distancia L conforme a figura abaixo:

RxA

I
)

2
3

—

Paraencontrar'Y 0: Paraencontrar Ma:
1 &=0 utt -A=0
Rva F=0 FxL+Ma=0
Rva = F[unidade de forca] Ma = Fx L [unidade de momento]
DCL:
=

MA=Fx L
g

A
T
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Viga engastada tera como reacdo vertical, 0 somatorio de todas as componentes
verticais atuantes na viga com sinal invertido. A reacdo momento serd o somatério de
todos os momentos produzidos pelas cargas atuantes com sinal oposto. Por fim, se
houver reacdo horizontal, serd o somatério de todas as componentes horizontais
atuantes na viga com o sinal invertido.

43 Regra: Viga apoiada com balanco

Analisaremos neste caso, apenas o efeito das cargas atuantes na parte em balancgo
da viga apoiada. Pois, as cargas atuantes entre os apoios obedecem as regras 1 e 2
anteriormente demonstradas.

RyA RyB
| L { c
Paraencontrar Rys: Paraencontrar Rya
U+ EMa =0 U+ ZMp =0
Ry % , (I&+¢c) =0 RaxL Fxc=0
Fx(L+c) FxL+Fxc Fxc .
Ryg = = Rva=  —— [unidade forca]
L L L
Fxc )
Rys = F + —— [unidade de forca]

L

Para este caso, percebe-se que areacdo em A € negativa, pois contraria adirecao
inicialmente arbitrada no célculo analitico das reacBes. Esse € um resultado onde
verificamos que a forca aplicada em um balanco gera uma rotacdo na viga; a ponta A
tende a subir ao aplicarmos a for-a no

para baixo de modo que ela nao gire.

Viga simplesmente apoiada com balancos, as reacfes de apoio produzidas pelas
cargas no balanco seguem conforme abaixo: a reac&o vertical no apoio oposto ao
balanco serd o momento do balanco dividido pelo vao entre 0s apoios com o sinal gue
lhe é pertinente; a reacdo vertical no apoio vizinho ao balanco serd o0 momento do
balanco dividido entre o vdo dos apoios mais a carga do balanco com o sinal gue lhe é
pertinente.

Obs.: Com cargas verticais para baixo atuantes no balanco, havera um alivio no
apoio oposto ao balanco e uma sobrecarga no apoio vizinho ao balanco.
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Exemplos:

1. Calcule as reacdes da viga abaixo:

q=3kN/m F=20kN F=10kN
Y Y Y Y Y Y VY YYY Y VY h 4
éA AB
7.5m 2,5m : 2,5m
10m 5m

Inicialmente, € necessério encontrar a forga equivalente ao carregamento distribuido.

F1=3KN/m x 10m=30kN

| F2=20kN F3=10kN
| vy 1A A Y v
LA RXB y, /B
A A
RyA 5m | RyB
7,5m 2,5m 2,5m
10m 5m

Para isso, é necessario multiplicar o carregamento pela distancia. A forca estara
aplicada no meio do carregamento. Neste caso, na posicdo x=5m.

qu_
G, T U T chv o
N=|-|d;+p—n Cp; pu v ¢ TR0
T Ch =
"#-lﬁgﬁ ChQu
Y p Qo

A
ogm v ¢ xh
N‘Illﬁp—n ﬁn
PTG
M ml i 2T
Y T @QO

puU puL 0T

pT chv p @QO
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2. Calcule as reacdes da viga a seguir:

F1=5kN
g2kN/m  F2=10KN
1\;\' /" MA=5kN xm M2=12kN xm
e RxB

AA O 2%s * O

A A

RyA RyB
6m 6m

2m 12m 4m

No inicio do exercicio € recomendado encontrar a resultante do carregamento e
decompor o vetor nos eixos x e y. A resultante de um carregamento triangular &
encontrada através da area do triangulo. Neste exercicio sera:

2%x6
F3= T: 6kN

As decomposicdes substituirdo a forca inclinada. Os calculos sao:

F2x = F2 x cos60°= 10 x 0,5= 5kN
F2y = F2 x sin60° = 10 x 0,866 = 8,66kN

F1=5kN F3 =6kN

F2=10kN

F2y| /
“ YI' /" M1=5kN xm M2=12kN xm
~Wa\ae N RxB

AA n  As ” )
A
RyA RyB
2m
2m i i 6m 6m L 4m L
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e W%ﬂn
“HI'*Q’— pc L Tvo N ml C ®2 5 two viv @O
o o uiy oas ¥l 'k=|=p—§ oo o
L oov o Qu
. - Mal 6+ 25 micp v do
N*ll‘ﬁi“_ ¢ p TV (R0 ngpcﬁ 4
c pc 3 |
FooEe
Rxs
O+{ &=0
Rxs &=<O0
Rxs = F2x
Rxs = BkN
Pértico Isostatico R
XA
B0KN O+4 &=0
- | 80kN.m
v.) Rxa+ 40= 0
Rxa = 40kN
300m
Yy
£ utt -A=0
i RyeB 603t 403+80=0
RyB
rea A 8 Ry = 400
<« /) :
Rys = 50kN
RyA i
400 m | 400m | YYA
utt &=0
Rva+ 2 QT T
Rva=60 2
Rva = 10kN
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F Portico Triarticulado Isostatico Ryg
10kN/m ) - 04. ZMA — 0
o Y Y L vy L YVYVY Re4dr 1222 20% 402=0
o o 4 Rye = 136
2,00m 200m
136
Ry = T
12kN
4,00m N hﬁ A= 'l‘
200m
YA Rxa€ Res
RxA AL B A RxB ~ =
L AN £ | 2 "4+ &=0
O+4 &=0
A & Rya+ Rys =10 &
R RyB Rxa+ Rxe+ 20 12=10
' Rva= 6kN AT B
niat Nia= kN
Momento Fletor em C € nulo (esq. ou dir.)
mm' oo Analise a Esquerda da Rétula
M ,\ Dc (6x2)+ (20x 1) + ("Yxa x 4)
20kN =0
P‘ Q!_:) / ’Nc
¢ oubc=(6x2) (20x1) (4Yxn)
2 00 Ve
masOc=0 4Ya=12 20= 8
Yaaz=  2Q0
4.00m
Yse= 8+2= 6Q0
. RxA A L P‘L" c u'D
/% 200m . 200m
6 kN 200m <=
o A B kN
= e
A A
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Esforcos em Estruturas

As estruturas sdo elementos de uma edificacdo que estdo submetidas aos mais
variados esforcos, e que tem como constituicdo primaria as partes resistentes que
garantem a estabilidade de um objeto de projeto, como por exemplo, uma edificagéo.

Dentre os esforgos que atuam nas estruturas, tem-se:

g emnene:
Esforcos Externos >

ma Esforco Normal

Esforcos Intemos

4 Esforco Cortante

g Momento Fletor

Momento Torsor

O principal objetivo de determinar os valores dos esfor¢gos aos quais uma estrutura
esta submetida resume-se ao tracado dos seus diagramas de esforgos internos, que
mostram o0s pontos mais vulneraveis da estrutura, possibilitando a realizacdo do
dimensionamento da estrutura.

No entanto, para que o tracado destes diagramas siga o padrao correto, faz- se
necessario conhecer a convencao de sinais adotada, conforme figura abaixo:

Momento Fletor (M) Momento Fletor (M)
Cortante (V)
' Normal (N) I Normal (N) .
Cortante (V)

Ou seja, se analisarmos o elemento estrutural pelo seu lado esquerdo, devemos
considerar como positivo os sentidos considerados do lado esquerdo desta convencao.
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Por outro lado, se analisarmos o elemento estrutural pelo seu lado direito, devemos
considerar positivos os sentidos considerados do lado direito desta convencéo.

Utilizando o método das sec¢Bes para determinacdo de esforgos internos, objeto
de estudo da analise estrutural, pode-se enunciar quatro situacdes que facilitam o
tracado dos diagramas. Para tal, praticam-se sec¢des toda a vez que houver modificagéo
de carga, ou de geometria

Os graficos de momentos fletores serdo tracados do lado das fibras tracionadas.
Portanto, observa-se pela convencédo acima, que 0os momentos positivos serdo tracados
do lado de baixo da haste em andlise.

Por outro lado, os graficos de cortantes e normais positivos, usualmente séo
tracados acima do eixo da peca, e 0s negativos, abaixo do eixo da peca.

Lembrete: Em Engenharia Civil, onde preferencialmente usam-se estruturas de
concreto armado, na maioria dos casos, as cargas que atuam sobre as vigas sadoverticais
para baixo, atuando ao longo do comprimento da viga, 0 que provoca tracao nas fibras
inferiores, e compressdo nas superiores, quando submetidas a flexdo. Dai que se
convencionou, que o lado positivo do diagrama de momentos fletores é o lado inferior,
onde as fibras da estrutura sofrem esforcos de tracdo, e onde deverd ser colocada a
armadura de tracdo correspondente. Por outro lado, se a tracdo € nas fibras superiores,
o momento fletor sera tracado no lado de cima do eixo da viga e, consequentemente,
sera um momento fletor negativo.

12 Situacao: Trecho Descarregado Entre Cargas
a b

RyA= P.b RyB=P.a

I L |

Expande-se entdo a secao e utiliza-se a convencao de Grinter para satisfazer as
Equacdes do Equilibrio de Newton e calcular os valores dos Esforgos Normais, Cortante
e Momento Fletor da Secéo 1.
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31

Rys = Pb
L

L O=X<a

L4

A partir dos resultados obtidos, vemos que ndo ha esforco normal atuante neste
trecho e o esforco cortante corresponde ao valor da Reacédo do apoio A no eixo das

ordenadas. J& para o momento fletor, tem-se que:

Xx=0;0a=0
Pap

Xx=a, 0 max = L

Agora, analisando a viga pela direita, temos a Secéo 2, a ser resolvida:

MS2 VS2

< NSZ|

>

RyB= Pa

b<X<0

N—

/)

téq= tén =
Nz 0 || BBt Ve=0
Vs2= -Pa
L
tEq =
Ms2+ Pax=0
L
Ms2 =_Pa x
L
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A partir dos resultados obtidos, vemos que néo ha esforco normal atuante neste
trecho e o esforgco cortante corresponde ao negativo da reagao de apoio no ponto B no
eixo das ordenadas. No entanto, para 0 momento fletor:

Xx=0;08=0

0

X=Db, 0 max= ab

- |

Com as sec¢des resolvidas, o tracado dos diagramas pode ser feito:

OBS: Como o momento fletor resultou positivo para toda a viga, este seré tracado
do lado de baixo do eixo da viga.

No ponto de aplicagdo da carga, haverd uma descontinuidade no valor da mesma
no diagrama de esforco cortante, e no momento fletor sera um maximo, ocorrendo
um ponto de inflexdo na estrutura.

Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)

ZERO

Diagrama de Esfor¢co Cortante (DEC)
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Portanto, podemos enunciar a primeira situacao:

Trecho descarregado entre cargas produz cortantes constantes e fletores de
variacdo linear. No ponto de aplicacdo de uma carga concentrada haverd uma

descontinuidade de igual valor no diagrama de esforcos cortantes e € um ponto de
inflexdo no diagrama de fletores.

22 Situacéo: Carga Momento Aplicada

a b

Secdo 1 P Secio 2 («—T -+ l—:>

|>D
O

YA

RyA= M RyB= M
' L

~—
—
-

Assim como na primeira situacéo enunciada, utilizando o método das secdes e
as Leis de Equilibrio de Newton, resolve-se a primeira secao:

+ lH'>

tén=
Nsi1= 0
MS1
téq =
o
-~ w Tt
NS1 > v 1
— A
VS1
tEp =
o U
RyA= M b =0 T
L ) Vo
0] j.
L 0<X<a N
. 0
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Como néo atuam forgas externas horizontais ou inclinadas sobre a se¢éo analisada pode-se afirmar que
o Esfor¢co Normal é nulo. O esfor¢co cortante, no entanto, sera constante e terd o valor da reacdo de apoio em A,
com a convencao de sinais pré- estabelecida. Para o momento fletor, tem-se:

7z « 10 i
Zoo dabs =
Para a se¢édo S2, temos:
tén =
Ns2= 0
tF =
o
- Tt
U "
M s U
(V] -~
MS2 5

NS2 >

VS2

RyA= M

0<X<b

N

De mesmo modo, como nao atuam forgas horizontais ou inclinadas sobre a viga,
nao ha esfor¢co normal. O esfor¢o cortante, no entanto, ter& mesmo valor da reacéo de
apoio em A, orientada ao longo do eixo das ordenadas. Para o momento fletor, tem-se:

w ™M -
© Y 7
Com as sec¢des resolvidas, o tracado dos diagramas pode ser feito:

Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)

ZERO
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Diagrama de Esforco Cortante (DEC)

|—|§
r—|§

Diagrama de Momento Fletor (DMF)

X sl ﬁﬁ/ﬂ NTlllc

Conclui-se, portanto, que:

Carga momento aplicada produz uma descontinuidade do mesmo valor do
momento aplicado, no ponto de aplicagdo do momento no diagrama de momento
fletor.

OBS: Dependendo da posicdo do momento naviga, este cresce positivamente ou
negativamente seguindo a inclinagcéo de cada reta.

Momento no apoio A:
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Diagrama de Momento Fletor (DMF)

.

+M

¥ Momento no ponto B:

Diagrama de Momento Fletor (DMF)

-M
"
]
-
1
—
—
1
1
—
1
P
"1
——
—
™
——
I~
—
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32 Situacao: Carga Uniformemente Distribuida

RyA= gL

L

|

OBS: Com uma secdao apenas é possivel resolver todos os esforcos internos
nessa situacao pois sé temos uma unica carga distribuida ao longo de todo

vao daviga simplismente apoiada.
qL

L

Utilizando o método das secdes e as Leis do Equilibrio de Newton, resolve-se a

secao:
* Secdo 1- 51
MS1
NS1 ’
AW
A v VS1
RyA= %L | X2 [
i O=<x=L J
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Como néo atuam cargas horizontais ou inclinadas sobre a viga, pode-se afirmar
gue o esfor¢o normal seré nulo.

No entanto, para o esforgo cortante, tem-se:

, L
XZO;(,OA:q7
=1 (r = %
X=L; us >
T x=—=w=0

Obs.: Temos especial interesse onde ocorre o esfor¢o cortante nulo entre cargas, pois
neste ponto ocorrera um momento fletor maximo.

Para o momento fletor, tem-se:

x=0;0a=0
x=L 08=0

7 x=-;0 yg=— é(Fo’rmu/a conhecida para o caso de viga simplesmente apoliada com carga
uniformemente distribuida)

Com as secdes resolvidas, o tracado dos diagramas pode ser feito:

Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)
ZERO

Diagrama de Esfor¢o Cortante (DEC)
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Diagrama de Momento Fletor (DMF)

C

%é

aF
8

Conclui-se, portanto, que:

Um trecho com carga uniformemente distribuida produz cortantes de
variacdo linear e fletores parabdlicos de segundo grau.

OBS.: Entre cargas onde o cortante € nulo havera um maximo momento fletor.

OBS: A concavidade das parabolas de momentos fletores obedece a regra:

Y/
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42 Situacao: Trecho sob efeito de carga triangular

at
2

>
>

RyA= gL RYB = gL

Wi
[
—

AW YA

RyA = gL RyB = qL
5 3

x|

/7

Neste caso, € interessante determinar inicialmente ovalordeq 6 , équ e
ordenada genérica da carga triangular por onde passa a se¢do S, atraves de
semelhanca de triangulos.

-q =—

a
X L

rlo

Onde x € a distancia horizontal até o ponto onde passa a se¢édo S, cuja alturaéq 6 .
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Utilizando entdo o método das secdes e as Leis do Equilibrio de Newton, tem-
se:

------- MS1

v VSt
RyA= qL
6
2x X
L 3 | 3
L 0sxsL N
2
tF = t'Eq =
no no . no, N @
o @ © T " 9?® @
, Ad & . Ad, AL
o — 0 —<
-7 |

Como néo atuam forcas horizontais ou inclinadas sobre a viga, pode-se afirmar que o
esfor¢co normal é nulo.

Para o esforgo cortante, tem-se:

1 x=0,00 —
17 x=L —
1 x=0 -=0577L, 0 T (ESte serd o ponto de fletor maximo)

Para o momento fletor, tem-se:

7 x=0,0a=0
7 x=L,08=0

7 x=0 -=0577L0 ¢ 1o

Com as sec¢des resolvidas, o tracado dos diagramas pode ser feito:
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Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)

ZERO

Diagrama de Esfor¢co Cortante (DEC)

aL
6 2° Grau

al [l

&TW“HTTW C

0.577L NI\J\U\H\!LLJ Q\uﬂ

Diagrama de Momento Fletor (DMF)

A

C
A*QMM\ (%\ l J/L/u/s
]| il T T i ] 3
K 3° Grau

Conclui-se, portanto, que:

Um trecho com carga triangular produz esforgo cortante parabdlico de

segundo grau e momento fletor parabdlico de terceiro grau.

A concavidade da pardbola do segundo grau do diagrama de cortantes obedece
a concavidade do estudo de parabolas da geometria analitica. Neste caso, o termo em
X2 é negativo indicando que a parabola correspondente tera concavidade para baixo. Se

o termo em X2 do cortante for positivo tera concavidade para cima.
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Para o caso dos carregamentos triangulares aplicados de maneiras distintas sobre
o elemento, o comportamento dos diagramas de esfor¢co cortante e momento fletor sera:

a) Caso 1l

DEC

%L‘ 2° Grau

DMF

3° Grau

Mmax

Conforme explicado no caso 3, a concavidade da parabola de terceiro grau, neste
caso, segue a ilustracao abaixo:
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b) Caso 2
RyA= gL RyB=%L
6
A
A i
DEC
%
aL
6
DMF
Mmax
A o ¢

Neste caso, segue esta concavidade para o0 momento:
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c) Caso 3
RyA:q_L Rw:%lz
3

Aﬂ AB

DEC
aqbt
6

A MW"H—@‘H B
0.577L
%L_
DMF
Mmax
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Por analogia podemos concluir o que segue:

Carga DEC DMF

50.00|

I L

By

”[I_Hmmn—“l—rl 1222222 2222222200 kit nnnnmnny |

: — <
B ‘ — T

Exemplo 1

10 kN 15 kN
30 KN/m
1 '
E

éA B C D@

Primeiramente, é necessério realizar o calculo da resultante da carga
uniformemente distribuida.

Desse modo, obtemos a seguinte configuracao:

AX=]==|

Onde:
g = Valorda cargauniformemente distribuida;

L= Distancia daiga emque a cargaesta submetendaws esforcos.
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Aplicando as quatro situacdes distintas vamos resolver esta viga simplesmente
apoiada.

10kN 15 kN
60 kN

i 30 KN/m

) & ' 4
A a B YV ¢ D /) r

2m t 2m 2 m y m ”
1 1 1 1

Apobs calcular a resultante da carga uniformemente distribuida, é possivel calcular
as reac0Oes de apoio:

ReacaemA: ReacdemDD:
10x7 n
7 5 =10 0
y 60x3
60 x4 - = 25,71
" == 34,29
15x1
15x 1 n + 15= 17,14
8 = 2,14
7
" 42,85Q(
n42,157Q(

Com as de apoio encontradas, pode-se entdo, calcular os esforgos internos
atuantes na viga. Dessa forma, como ndo ha nenhuma for¢a atuando no eixo x é possivel
afirmar que o Diagrama de Esfor¢o Normal é nulo:

DEN (kN):

421 kN
L
428 kN i

DEC (kN):
Para o célculo do Diagrama do Esfor¢o Cortante € possivel calculélo tanto pelo lado direito quanto pelo
lado esquerdo, lembrando sempre que:
S
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Para fins didaticos, a seguir estdo os célculos dos esfor¢cos cortantes pelos dois

421 kN

Trd 4
= 10+ 42,15
= 32,1570
w=32,15 60
= 27,85Q0
w= 27,85+ 42,85
¢ = +15 Q0
w=+15 15
=0

T L
ce = +15 Q0
6p=+15 42,85
= 27,8570
= 27,8570
ce= 27,85+ 60

as = +32,15 Q0
= +32,15 32,15

=0

Desse modo, obtemos a seguinte configuracao do Diagrama de Esforgo

Cortante:

15.0

429 kN

|

Com os célculos realizados, é possivel notar que ha um ponto onde V=0 e que,
consequentemente, neste mesmo local da viga € onde ocorre 0 momento maximo.
Portanto, devemos encontrar o valor de x onde V=0, para isso, podemos usar a formula:

Pela esquerda:
. n
W=
n
. 32,15
W= ——
30
w= 1,074

Peladireita:
. Gx
w="
n
. 21,85

W= —
30

w= 0,93a
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Portanto, a distancia até o V=0 pode ser compreendida como:

1,07m
3218

5 | 15,00
\ F C D

N

-

0,93 m -27,85
Kt

DMF (kNm):

Por fim, para encontrar o Diagrama de Momento Fletor € necessario ter em

mente que:
HEP

Com isso, os célculos dos momentos em cada ponto estdo descritos a seguir:

Mr=Me=0
Mg™Q o = 32,15%2
Mg™? e, = 64,37Q0n
MpP™® = 15x1
MpP™® oea=  157Q0m
M opea= 15x4 +42,85x3
MR rea= 68,60Q0N

M. DIR. 32,15x 1,07
F  AREA= 32,15x2+ 2

DIR. — T 27
MP™® e a= 81,50Q0m

15.0
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Outro método de calculo é por secOes. Todavia, esse método exige mais calculos.

Para fins didaticos vamos calcular as for¢as internas por se¢cdes também, para que

possa se compare os dois métodos, sendo assim:

10 KN 15 kN
i 30 KN/m
I EEEE N y
% A B C D E
4215kN 42,85\
“ 2m ‘ 2m ‘ 3m . im M
1°. Secéo:
Secao 1-S1
Je 0 T
MS1 8’5
cpv ® m
w o@vu
NS1 > J_l ﬂ
A - 0 otpo T
. w TN ) v L
32,15 kN L 0RO g b Qs a
L 0<x<2m L
2°. Secao
Secao 2 - S2
M52
| $N¢|‘9 b
WE2
2m 0=x=2m \(

3215 kN
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3°. Secéo :

15 kN

<

amzxz0

03=0

MS3 = 42,85x — 15(1 + x) { .

V=0 0%=0
V=0 O¥+4285 15=0
WY= 27,85Q0

08 15(1+ o + 42,850= 0
x=0 0"8=0p=-15Q0 a
®w=3 0 "8=0c= 68,800 (
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4°, Sec¢ao:
Secao 4 - S4
=0 0 ¥=0
V=0 w% 15=0
MS4
/v e 2
w %= 15Q0
L / ' 02=0 0™ 150=0
g m-31T En
S -31 puLD , o e
g p -31 En I "El
Vs4 L 1<x<0 L
Portanto, podemos notar que os valores obtidos pelo método das se¢des sao 0s
mesmos que os obtidos anteriormente.
Exemplo 2:
20kN/
o
A )
BA c D E Fo87kN
267m . 133m £l
30KN
. im L 4m L 6m L im I im
Com as resultantes das cargas distribuidas e a decomposigdo da carga inclinada:
40KkN 120kN ‘
20KN/
S0kN.m ™ 5N 10kN
¢ ¢ ¢ u ¢ ¢ ¢ 30“
A |
B/ c D/ E F 87N
. 2,67m . 13m am )
30KN
k m L 4m E &m L m L 1m

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
Colaboracao: Programa de Educacao Tutorial - PET




ECV 52191 Anélise Estrutural | -

71

Yo O Y Y 6
6 50
n 20 = 5kN = 5kN
10 10
40x% (1,33 + 6) 40 x 2,67
n = N—m7M7 =
10 29,32kN 0 10,68kN
120x 3 120x 7
7 = 7 =
10 36kN 10 84kN
5x2
w391 N w2 “+5=6kN
10 10
N 5 30% 14 30 = 33kN
10
no wooq
DCL:
40N 120kN
50kN.m 20kN/m SN o
A EEYEREY s
JAN c D /\ E F 87kN
? 267m 133m 3m : 8,7kN
72,32kN 6268kN  |agen
L im . 4m N Bm . m . Im
DEN (kN):
T L ) ‘
5.7 -B.7
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Trd

6= 72,32°Q0

6= 72,32-40=32,32°Q0

O =32,32-120=-87,687Q0

O by ooy ¢ @O
E= 25+ 30= 500

O vQL

V=0: G=—"  pfp @&

T L4

"&5Q0

'0=5-30= -25Q0

0 ¢ QO

0 CuU oY Y 0
6=-87,68+120=32,32kN

6 =32,32+40 =72,32°Q0

V=0; =" tip ¢

DEC (kN):

-+

|77
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0 Gesq= 500Qim
0 Gesg= 50Qlm
D Bsqg= 50+ 72,32x 4 40x 1,33= +186™Q0 &
0 "@r = 0Qm
DQr= 5x1= 5Q04a
0 Qir= 5x2+30x1=200Q0 &
Tho Y
¢

0O veg Ty om thy ¢ tloy otwy tho Y

DMF (KNm):

1 |
AN

2121

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
Colaboracao: Programa de Educacao Tutorial - PET



ECV 52191 Anélise Estrutural | -

74

1°. Secéo:

MS1

S50kN

NS1 ’

V§1

SFx=0 0 "Y=0

SFy=0 —VS1=0 ®%=0
D=0 50+0°Y=0
b"Y= 5000 a

2°. Secao:

S0kN.m
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BO 11 0 I Calculqdo R:
. . ¢ e om
BO m xtwgc 'S w W 0 T
- ¢ m o mMo o X & &0 ¢
® X®CN 6 e o oo I
BO T U O w (o ® Tt
Xm(f) w o y N ¢
- T 0 0 v 0 & - —=
- N ©n <, 3 , T
v UHX@QOCT w tnov p YQU a R G
. G
Y R
g
3°. Secao:
20.x SecAo 3
S50kN.m us3
A NS3 ’
LA C
? 2,67m . 1,33m x/2 . vs3
72,32kN
L m " 4m L 0=x=6m X
BO m 0 11
BO m x@m¢tmg¢m & I
, - .0 mMw w otwdQo
w o ™ . , : N
PCe®g gno o yip @
: - . . Ootwcgc .
w T owg¢m M ® plp G
¢
. . . . - . Q¢
BO mo VT Xw¢gt o tTmpvo o — 1
® 1o o YW@l G
0 VT X@CT & Tmvow pd o nd ¢ 0 a
w ppcd vy O ¢pEQa
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°. Secéo:
MS4 okN 10kN
vs4
NS4T o
» !
’ E F 87kN
A
30kN
|1m>x2>0 1m .
SFx=0 —87-NS4=0 0 %= 8,7Q0
SF, =0 O¥+30 5=0 %= 2500
xi™M=n 2 0™ 5(1+a&=300=0
. oy . L w=0 0= 5Q0¢&0DE
U= 51+ 0+ 300{g=1 § = 2000 & Do
5°. Secdo:
MS5 SkN 10kN
VS5
NSST wil
-
‘ F 8,7kN
im=2x20 |
SFx=0 —87—-NS5=0 U "¥= 8,7Q0
SFy=0 Y 5=0 wW%¥=5Q(
x0 g = — MS5—-5x=0
« o . w=0 0r=0
V= 50 1 =1 De= 5006
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EXEMPLO 3 (tragar diagramas de esforgos internos):
100KN.m 30kN/m
wi
{
A B C DE
J im J im J 4m J
DCL
120kN
100kN.m 30kN/m
%11732%1 ¢ ¢ ¢
10kN
A 10kN B v D <
| 2 226,6kN.m
137 32kN
DEN (kN)
DEC (kN)
R
L 1 N
Trd
B: 17,32kN Tr L4
6: 17,32°Q0 0. 137,32Q0
0g, 17,32-120= -137,32°Q0 6:-137,32+120=-17,32QB
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DMF (kNm)
il =] ]F+1007QL'3 a
Uy 1+1007Q0 &
I iryy pmml7,32x1=
I -y = 82,6800 a
Opesgo= 100 17,32x5 120x 2=
U beso= 226,6Q0 @
Solugao por sec¢éo:
1°. Secéo:
100kN.m MS1 x0Y=0 07%Y=0
Bo¥=0 @¥=0=0Y
NSy, BO"Y=0+0"Y 100=0
A 0 "Y = 100Q0 &
120kN
100kN.m 30kN'm
\om 1732kN ¢ ¢ ¢ ¢
\ 4 10
10kN B : D -
[ an 4 226,6kN.m
137,32kN
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2°. Secao:

100kN.m MS2
17,32kN

NS2 ’

A TR

.

t. 30 10+NS2=0

Vs2

0sxs1m

En= i
t 630 —VS2-1732=0
VS2 = —17,32kN

} - 370 MS2 100+1732x= 0 {0 MS2% \En = 82, 86kNm

3°. Secao:

100kN.-m MS3

17,32kN

NS3 ’

>

-
vy
o

s » vs3
im im 0<x<4m |

+ . 3=00 10+ NS3=0
"En = 1 "E
+ 6 3=00 —VS3-17,32—-30x=0

Xx=0 V83 =Vc—-17,32kN

X
t - 300 100+ 17,32(1 + x) + 30X§+ MS3= 0

x=0 MS3=Ea= |, T

MS3= 100 17,32(1+X) 30 —{ =4 MS3 = Mp = —226, 6kNm
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Exemplo 4

25 kN

3

Solucéo

Comecamos pelo calculo das reacdes de apoio, que podem ser realizados de duas

formas distintas: através das Equacfes de Equilibrio de Newton ou pelo método da
superposicao dos efeitos. Pela facilidade e velocidade que o método da superposicao
dos efeitos possui, este sera o adotado neste exemplo.

Calculamos entdo a reacdo emy no apoio A

Para forca de 25 kN, aplicando a regra:

@)D _ 51 gakn

Como a forca de 25 kN atua no sentido vertical para baixo, esta parcela da reacéo
tem orientacdo oposta (para cima), portanto, quando somar tera valor positivo.

Para o momento aplicado de 20 kN.m, aplicando a regra:

20
—= 2,5kN
8

Este momento aplicado tende a provocar um movimento de rotagdo no sentido
horario, logo, tende a erguer a viga no ponto A. Portanto, para contrabalancear
este efeito, esta parcela da reacdo apontard para baixo, e tera valor negativo no
somataorio.

Para a carga distribuida de 15 kN/m, temos uma resultante de 30 kN que atua no
ponto médio da carga distribuida. Aplicando a regra:

(30) x (4)
8

= 15kN

O efeito causado por esta carga € o mesmo causado pela carga aplicada de 20kN,
portanto, esta parcela da reacao apontara para cima, e tera valor positivo no
somatorio.
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Para a carga distribuida triangular, temos uma resultante de 15 kN, aplicada alg

de sua base. Aplicando a regra:
(15) x (1,67)
8

= 3,12 kN

Assim como na parcela anterior, esta parcela da reacdo apontara para cima,
com valor positivo no somataorio.

Agora, soma-se todas as parcelas de cada forca, a fim de se obter o valor da
reacéo em A:
Ywé&21,8871 2,5+15+3,12=37,5Q0

Se somarmos todas as cargas atuantes verticalmente sobre a viga e subtrairmos
a reacdo em A, poderemos obter o valor da reacdo em B, que terd& mesmo sentido da

reagao em A. ~
RB=25+30+1571 37,5=32,5Q0

A prova disto fica a cargo do leitor como exercicio, sugere-se a utilizacdo do
método da superposicao dos efeitos. Com a reacgdes verticais nos apoios ja obtidas, resta
apenas obter a reacdo horizontal atuante no apoio B, que tera sentido oposto e mesmo
valor da forca atuante, a prova também fica a cargo do leitor, sugere-se utilizar a equacao
do Equilibrio de Newton.

Portanto;

RXB =5 kN
RyA = 37,5 kN
RyB = 32,5 kN

DCL:

20 kN 30kN  15kN 15kN 15 kN

20 kN.m
L JL /KH/HT ;
/A c ) E 1.33m F A

T im — #
L m 2m J[» 2m 2m m | ——
4 y e 5kN

375 kNT 32,5 kNT

O proximo passo € tracar os diagramas de esforco normal, esfor¢co cortante e
momento fletor. Iniciamos a solucdo da viga em questdo pelo diagrama de esforgos
normais.
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Diagrama de Esforco Normal (DEN)

Iniciamos a andlise de nossa viga pelo seu lado esquerdo, portanto, toda forcaque
apontar no sentido negativo do ei xo0 cvalort esi &
positivo no diagrama de esforco normal.

De A até G: Nao ha nenhuma forca horizontal aplicada, portanto, ndo ha esforco
normal.

Em G: Aqui verificamos que hd uma forca de 5 kN aplicada que aponta para a
esquerda. Como estamos analisando o esfor¢o normal vindo pelo lado esquerdo
da viga, entdo, toda forca que apontar para a esquerda sera positiva. Logo, pode-
se dizer que ha um esforco normal de 5 kN (positivo) atuante no ponto G, e marcar
5 kN no diagrama de Esforgo Normal.

De G até B: Nao ha nenhuma forca horizontal aplicada, portanto, o esfor¢co normal
de 5 kN permanece constante até B.

Em B: Seguindo a légica do tracado de diagramas e a convencdo de sinais,
estamos vindo pelo lado esquerdo da viga e nos deparamos com uma reacao de
5 kN apontando para a direita, ou seja, negativa. Como o esfor¢co anterior era
constante no valor de 5 kKN e agora temos outro esforco com valor de -5 kN,
somamos os dois e temos que o esforco normal em B sera zero.

DEN (kN):
5 5 5 5 5
® ® ® B
c G D E F
im L 2m 2m 2m L im |
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Diagrama de Esfor¢co Cortante (DEC)

Novamente, vindo pelo lado esquerdo, temos o0 ponto A, onde temos a reacao de
apoio RyA, que vale 37,5 kN e aponta para cima. Conforme a convencgéao de sinais
adotada, toda forca que aponta para cima tera valor positivo e contribuird para o
esforgo cortante.

Em A: Temos 37,5 kN para cima, marcamos no diagrama o ponto de valor 37,5.

De A até C: Conforme a primeira situacdo do tracado de diagramas apresentada
nesta apostila, sabemos que no trecho descarregado entre cargas o cortante sera
constante. Logo, o cortante € constante até o ponto C.

Em C: No ponto C, no entanto, temos uma carga de 25 kN que aponta para baixo,
portanto, de valor negativo. Fazemos 37,57 25, o que nos da o valor de 12,5 que
marcamos no diagrama.

De C até D: Temos novamente um trecho descarregado entre cargas e concluimos
gue o cortante sera constante até o ponto D.

Em D: Neste ponto temos uma carga momento aplicada, que, conforme ja citado,
nao produz esforco cortante. Além disso, teremos o inicio de uma carga distribuida,
gue atuara entre D e E.

De D até E: Neste trecho, conforme a situacao 3 anteriormente descrita, sabemos
gue o cortante tera variacao linear. Sabemos também que o valor da carga
equivalente € de 30 kN, logo, subtraimos o valor do cortante em D da carga
equivalente e marcamos no ponto E seu resultado (carga equivalente aponta para
baixo, contrariando a convencédo positiva dos sinais). Entdo, 12,5 T 30 € igual a

17,5, que marcamos no ponto E. Para ligarmos os pontos D e E, basta
lembrarmos que quando ha uma carga linearmente distribuida o cortante tera
variacao linear, e, portanto, ligamos os dois pontos através de uma reta.

OBS.: A ligacdo entre os pontos D e E intercepta o eixo do diagrama, ou seja, da origem
ao ponto G, um ponto de maximo momento fletor. E conveniente descobrirmos a que
distancia isso ocorre, para que possamos determinar o valor do momento quando formos
tracar seu diagrama.
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Para determinarmos a distancia entre G e D, utilizamos a seguinte relacao:

Valor do esforcocortante - 125 0.833m
Valor da carga distribuida -

15

Logo, o ponto G dista 0,833 metros do ponto D.

De E até F: Aqui temos uma carga distribuida triangular, cujo valor da carga
equivalente é de 15 kN apontando para baixo. Entdo, no ponto F, teremos o valor
do esforco cortante no ponto E subtraido de 15 (17,57 15 = - 32,5), que resulta
em -32,5, que marcamos no diagrama no ponto F. Seguindo a quarta situacao
descrita, sabemos que o diagrama de esforco cortante para uma carga triangular
terd variacdo parabdlica de segundo grau e a orientacdo da parabola sera definida
pela forma como a carga estara aplicada.

De F até B: Temos novamente um trecho descarregado entre cargas, com esforgo
cortante de variacdo linear até o ponto B.

Em B: Temos a reacdo em B de valor 32,5 kN apontando para cima, logo,
somamos com o valor anterior e verificamos gque o valor final em B seré zero.

DEC (kN):
AT5 375
E-:) 12.5 125
@\h\ E F
A C G D
-17.5 5
325 525
L im L 2m L 2m L 2m im
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Diagrama de Momento Fletor (DMF)

No caso do tracado do diagrama de momento fletor, € preciso ficar atento para
nao cometer nenhum engano. Existem diversas formas de se calcular o momento fletor
para tracar seu diagrama. Neste exemplo, utilizaremos a area do gréafico do esforco
cortante quando possivel, e quando ndo tivermos como determinar esta érea,
utilizaremos o somatério dos momentos naquele ponto (como se uma secao fosse feita
no ponto).

Para utilizarmos a area do grafico do cortante precisamos saber que:

A Sanalisarmos pela esquerda: Quando o cortante for positivo, 0 momento fletor também
sera positivo. Quando o cortante for negativo, 0 momento fletor também sera negativo.

Se analisarmos pela direita: Quando o cortante for negativo, 0 momento fletor sera
positivo. Quando o cortanteforposi ti vo, o momento fl etor

Neste caso, vamos tracar o diagrama analisando pelo lado esquerdo novamente,
entdo todo esforgo cortante positivo gerara fletor positivo, e todo cortante negativo gerara
fletor negativo:

Em A e B, o momento fletor sera zero. Neste caso, 0 momento ndo seria zero se
houvesse um momento aplicado no ponto ou se um dos apoios fosse um engaste.

Em C: Temos esforco cortante positivo, cuja area é: Mc=37,5x 1=375Q0 & .

Em D: Temos cortante positivo, que gera fletor positivo. Neste caso o Valor do
momento em D sera a soma da area do cortante entre Ae C e C e D, como segue:
Mp =375+ (12,5% 2)=62,5™Q0 a.

Em D: Aqui teremos uma particularidade, uma carga momento aplicada no ponto
D, com valor de 20 kN.m. Para determinarmos o momento em D contabilizando a
carga momento aplicada precisamos levar em conta a convencao de sinais
adotada. Como estamos analisando pela esquerda, sabemos que momentos no
sentido horario serdo positivos, logo, somamos o momento aplicado ao momento
anterior: Mp = 62,5 + 20 = 82,5 Q0 & .
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7 Em G: Como em G temos um cortante nulo, temos também momento maximo e
precisamos determinar seu valor. Para isto, utilizaremos o valor do momento
anterior somado a area do cortante triangular.

(12,5% 0,833)
2

M¢ = Mmax = 82,5 + = 87,7kN.m

Observe que apds o ponto G, o esfor¢co cortante se torna completamente
negativo, o que indica que o valor do momento a seguir diminuira até chegar no valor
zero em B.

7 Em E: Agora, como o cortante é negativo, 0 momento também sera, portanto, todo
valor que calcularmos para area do cortante iremos subtrair dos valores
anteriores.

—17,5 % (2 — 0,833)
2

Me = 87,7+ = 77,5kN.m

7 Em F: Neste ponto, como o grafico do esfor¢o cortante € uma parabola de
segundo grau, duas solugdes simples podem ser adotadas:
1. Tomamos o efeito causado em F pelas forgas atuantes sobre a viga.
2. Calcular a area do cortante analisando pelo lado direito.

Escolheremos o0 segundo caso, pois torna a solucdo mais rapida. Agora
devemos lembrar que o esforco cortante negativo (quando analisamos pelo
lado direito) gerard momento fletor positivo. Logo: Mrdireita) = 32,5 x 1 = 32,5

Qb a.

- De A até C, C até D e F até B: Variacao linear, pois é um
trechodescarregado entre cargas.

- De D até E: Momento Fletor Parabdlico de Segundo Grau, pois
esta sobefeito de carga linearmente distribuida.

- De E até F: Momento Fletor Parabdlico de Terceiro Grau, pois
esta sobefeito de carregamento triangular.

DMF(KNm):
A C G D E F

!

B

325

375

R3]

500

825 ——l L+

87.7

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
Colaboracao: Programa de Educacao Tutorial - PET



ECV 52191 Anélise Estrutural | - 87

Exemplo 5:
80 KN/m

S5 kM

uuuu"i”i""l/mm

/
Vi \AB

70 kN.m

2m ‘ 2m ‘ im ‘ 2m ‘ im ‘

Z Célculo das Reacgdes de apoio

Assim como efetuado no exemplo anterior, iremos utilizar o método da superposicao
dos efeitos para calcular as reacdes de apoio. No entanto, podemos perceber
diretamente que todas as forcas externas atuantes sao verticais para baixo, bem como,
o momento de 70kN.m gira no sentido anti-horario tentando erguer o ponto B e abaixar o
ponto A. Com estas informacoes, calcularemos a Reagdao em A e a Reacdo em B fica a
cargo do leitor:

160 kN

80 kN/m

/

!

40 kN 25 m«: wmss kM I‘x\_ﬁmh - //,,/" —_
S==Z=SSu gf?\ﬂ’ﬂ sib [
Ll _i::;__"’q_%_ t Lf.l ¥ ¥ v ¥ ¥ ¥ v 3 y

Aé | - | . '\‘AB LRxB

RyA IRy‘B

2m 2m | 1m | 2m l 1m |

Célculo das reacdes

RyA:
[z Carga distribuida de 20kN/m: TTX
TTEHTHH T H
U]
Z Carga triangular distribuida 25kN/m: _
——  =14,6kN para cima
LU T

[ Carga pontual de 55 kN: m h T "EHTHH T H

C p @ T1C
[Z Carga distribuida de 80kN/m: m I TEH"THH I
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Momento de 70 kN.m: XET[ A TTEHTEH T

Logo:

RyA: 35+ 14,6 + 27,5 + 40 + 8,75 = 125,85 = 125,8 kN
RyB: 154,2 kN
R«B=0 kN

Como néo existem forcas horizontais nem inclinadas atuando sobre esta viga,
podemos afirmar diretamente que ndo h& esforco normal atuante, e portanto, partir
diretamente para a solucao dos diagramas de esforco cortante e momento fletor.

OBS.: No presente exemplo alguns arredondamentos foram feitos nas reacfes de
apoio, e, portanto, as contas apresentadas no diagrama de momento fletor, em
especial, estardo com um pequeno desvio do valor final apresentado. Se o leitor
utilizar todos os algarismos significativos desde o inicio percebera que as contas

estdo corretas.

Diagrama de Esforgco Normal (DEN)

ZERO

Diagrama de Esfor¢co Cortante (DEC)

Para o tracado do diagrama de esforco cortante, relembramos nossa convengao:

Cortante (V)

Cortante (V)

Em A: Vindo pela esquerda, o primeiro esforco que temos € a reacdo em A.
Marcamos a reacdo em A no grafico em seu respectivo ponto.

Entre A e C: Temos a presenca de uma carga distribuida, logo, o cortante tera

variacao linear e valera: 125,81 40 = 85,8 "Q( que marcamos em C.

Entre C e D: Temos a presenca de uma carga triangular distribuida, que produz
cortante de varia-«o par ab@Qlduemacansemal er §
D.
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7 Em D: Além do cortante ocasionado pelo carregamento triangular, temos a acéo
de uma forca de 55kN, que deve ser subtraida do cortante anterior, e valera: 60,8
i 55 =5,8"Q( que também marcamos em D.

7 Entre D e E: Temos um trecho descarregado entre cargas, portanto o cortante
permanece constante.

7 Entre E e F: Temos uma carga distribuida que gera cortante de variacao linear,
devalor:5,8T 160= 1 1 5M) ma&cado em F. Neste intervalo, entre E e F, sxg
o ponto G de cortante nulo, onde 0 momento sera maximo. Precisamos descobrir
a distancia de E em que o ponto G intercepta o eixo do elemento, para isso
fazemos:

5,8 .
—=0,07a
80

7 Entre F e B: Temos um trecho descarregado entre cargas, portanto o cortante
permanece constante.

7 Em B: Temos a reacdo em B que vale exatamente 154,2 kN. Logo, podemos
fechar o cortante em B.

O diagrama tera a seguinte aparéncia:
1258

[ T
Cc

fan)
g

-154.2

Diagrama de Momento Fletor (DMF)

Para o tracado do diagrama de momento fletor, relembramos nossa convencéao de sinais:

Momento Fletor (M) Momento Fletor (M)

+

O momento em A sera nulo, no entanto, em B, 0 momento ndo sera nulo pois
temos carga momento aplicada.
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Z Em C: Pela area do cortante:
(125,85+ 85,85) x (2)
2

= 211,7kN.m

7 Em D: Nao ha como calcular a area do esforco cortante. Neste caso temos duas
possibilidades: analisar a partir do lado direito ou fazer uma se¢do em D.
Escolhendo a sec¢éao, temos, diretamente que:

(125,8) x 4 ((40) x (3) + (25) x (0,667)) = 366,7kN.m

A primeira parte deste célculo € o momento gerado pela reacdo em A, que traciona as
fiboras do lado de baixo da estrutura, portanto, tem sinal positivo. A segunda parte
corresponde as forcas, que tracionam as fibras de cima da estrutura, e, sdo negativas.

¥ Em E: Pela area do cortante:
366,7 + (5,8) x (1) = 372,5"Ql &
7 Em G: Temos um ponto de momento maximo, que pela area do cortante:

372,5+ (5,8) x (0,07) =372,7 Qi &
Z Em F: Pela area do cortante:

B (154,2) x (1,93
2

372,7 = 224,2kN.m

7 Em B: Ha duas formas de se pensar no valor do momento em B: seu valor
obrigatoriamente sera o do momento aplicado pois nos apoios 0 momento é nulo.
A outra forma é calcula-lo pela area do cortante.

Vamos fazer das duas maneiras:

- Pela Area do Cortante:

224,217 154,2x 1 =70 kN.m

- Pela Logica do Momento: Vindo pela esquerda, o momento de 70kN.m traciona
as fibras do lado de baixo da estrutura, portanto, é positivo.

. wkMUJMLU.‘:M M@fﬂ

2117

D E G F

N

366.7 3725 3727
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6. Vigas Gerber

As Vigas Gerber sdo vigas isostaticas ou mesmo hiperestaticas, com rétulas
internas convenientemente dispostas, formadas pela associacdo de diversas vigas bi
apoiadas, em balanco ou bi apoiadas com balanco. Compostas de trechos sem
estabilidade propria e trechos com estabilidade prépria, sendo que estes ultimos, com
estabilidade propria, € que fornecerao a estabilidade ao conjunto. Neste arranjo estrutural
faz com que as rotulas internas transmitam forgas verticais e horizontais entresi, mas nédo
transmitam momentos. Portanto, na rétula interna, se ndo houver momento aplicado de
um lado ou de outro da rotula, obrigatoriamente o momento € nulo no Diagrama de
Momentos Fletores.

Usualmente as Vigas Gerber s&o usadas em pontes para facilitar a construcéo da
mesmas, bem como as roétulas internas servem como juntas de dilatacdo. Na imagem
abaixo, pode-se compreender o conceito da viga Gerber:

Ao conceber uma viga Gerber, ndo se pode colocar duas roétulas internas
seguidas, em vaos extremos apoiados. Entretanto, pode-se colocar duas rétulas internas
seguidas em vaos extremos engastados, e em vaos centrais apoiados.

Desmembramento de vigas Gerber

Para proceder com a solucdo das Vigas Gerber, faz-se necessério realizar o
desmembramento da estrutura em trechos com e sem estabilidade propria. Procede-se
da seguinte maneira:

Circular do inicio da estrutura até a primeira rotula interna, e depois, de rotula
interna em rotula interna, sendo que a Ultima rotula interna segue até o final da estrut.ura:

I !
C/EST. PROPRIA - e ' C/ EST. PROPRIA

sl © ES F&

B
>

S/ EST. PROPRIA

DENTE GERBER
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Na viga Gerber aci ma, o trecho com o
trecho sem estabilidade propria, ou seja, um trecho que depende dos outros trechos para
ter estabilidade e deve ser resolvido antes dos outros. Ja os trechos com o algarismo
romano i | dad@trechos com estabilidade prépria, ou seja, que ndo dependem de outros
trechos para ficarem estaveis, mas recebem as forcas transmitidas pelo trecho |I.

Perceba, no entanto, que o trecho compreendido pelos pontos D,E e F é um trecho
considerado com estabilidade propria, apesar de ndo ter a restricdo de vinculo externo
na horizontal, entretanto, todo e qualquer momento horizontal devera ser absorvido pela
reagao externa horizontal no ponto A.

Apés separar a Viga nestes trechos, desmembramos o conjunto:

/‘QA YA C D WA = I\

O préximo passo € encontrar as reacdes de apoio, comec¢ando sempre pelo trecho
sem estabilidade propria. ApGs encontrar as rea¢gfes de apoio, devemos transmitir as
reacdes com sentido oposto da encontrada inicialmente, para os trechos com
estabilidade propria conforme imagem abaixo:

C @. AN D
RyC T A RO
|
Il 1l
RyC ‘ ‘R)’J
A FAY /\
\ A8 / \
AN gL c D EL F L

Em seguida, devemos resolver os diagramas de Esforco Normal, Cortante e
Momento fletor. Neste caso, podemos tracar os diagramas separadamente e juntar em
seguida, ou tracar o diagrama diretamente sobre a viga toda.

Exemplos de Desmenbramentos
Exemplo 1:

I sz x _ A
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Dada a viga acima, separamos em trechos com e sem estabilidade:

v | I |

1] | IO . rrasccr .

\
o
<x
p

Em seguida, coloca-se a ordem de resolucéo, partindo sempre pelo trecho
menos estavel, indo até o trecho mais estavel.

Exemplo 2:

yAY A A A A

>

Dada a viga acima, efetuamos a separacdo em trechos com e sem estabilidade:

.
_ o

D

>

[

=
=

[

(L

Em seguida, coloca-se a ordem de resolucéo, partindo sempre pelo trecho
menos estavel, indo até o trecho mais estavel.

>
IL
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O préximo passo consiste na obtencdo das reacbes de apoio e tracado dos
diagramas

Exercicios resolvidos de vigas Gerber

EXEMPLO 1:

4tfim
6tf l
b — B0 S| o ) B Iy

T 3m —,.L—

A AN CA D E “\,F)
..l' 2m —al’_ 3m —J’_ 2m ..l' ,L 3m J, 3Btfm
DEC (tf):

-15.00

DMF (tf.m):

36.00

200,00

) " [
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O momento fletor na rétula € sempre nulo, a ndo ser que haja um binario aplicado na

rétula.
0 0
5
0 lo0)
5
Quando nao ha for¢ca concentrada na rotula:
EXEMPLO 2:
VdeSQ:Vddif
Veesq:Vedir
145 3 tfim l:“f
NN NN c:‘{ [”
s G ; [ F c i i )
I am J_ 1mj% m J_ m I m J_ m '|' 2m 1 m J' m I
. l:!nf
g : :
T = ] | =
Tﬁlf LH Inf TEE
r:snf . J” 3 . .
NN | |
B c 1] SE F G ﬂ I J&
J. 1m7%’ 2m J_ Zm 1 im l —|_ Zm T Zm 1 2m T

an T”'f T‘“
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DEC(tf)

7.0

I\’E} b\,
L7 S e S =

DMF(tf.m)

12.0

4.0 4.0 /[\
. s ® y " .

Pela direita:
Mj=0 Mdr = 1.2= 2tfm

Mudir = 1.4 - 8.2 = -12tfm Me = 0
Mrc=(q12)/ 8= (3.22/8 = ,8tfm Mr=0

Pela esquerda:

Ma=0 Mg =0
Mamg®s9= (q 12) / 8 =(2.32) / 8= 2,25tf.m Mc®sd= -3.1-2.0,5= -4f.m

MpeSd= -4+ (2.42)/8 + (4.4)/4 = 4tf.m

EXEMPLO 3:

Utilizando o exemplo desmembrado, vamos obter os diagramas de esforgos

internos para os seguintes carregamentos:

96
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45 kN/m
20 kKN/m /ﬂ' 30 kh/m
10 kN/m p
l lul l i l \/_‘ A /: /_:/V Y Y VYYYYY
A B c éD éE \__F éG H é l \—VJ _K
30 kN.m 50 kN.m
‘1mt1m{ 2m L 2m t 2m { 2m { 2m { 2m \‘ 2m { Im

Aproveitando o desmembramento ja efetuado anteriormente, vamos enumerar
as vigas para efetuar a solucéo passo-a-passo:

& O AN

ﬂi @"é

A A

O procedimento de solugéo é descrito abaixo:

Inicialmente, encontraremos as reacdes de apoio. No caso particular das
vigas Gerber, existirdo outras reacdes que serdo transmitidas internamentepelas
rétulas, no entanto, estas reagfes sdo passos intermediarios para encontrar o
real valor das reacdes de apoio e tracar os diagramas. Perceba quea numeracgao
presente indica a ordem de solugdo das vigas. A viga enumerada com | e lll,
indica que sua solucdo pode ser feita no inicio, ou apenas quando quisermos ir
para a viga IV, ela ndo depende de nenhum outro trecho para que encontremos
suas reacoes internas.

Para a Viga I:
90 kN

30 kN/m

AL A"

45 kN 45 kN

<

Utilizando o método da superposicdo dos efeitos: Sabemos que este vdo mede
trés metros, e que a carga distribuida produz uma for¢a resultante de 90 kN, que
atua em seu centroide. Sem realizar calculos, sabemos que 0s apoios estao

97



ECV 52191 Andlise Estrutural | -

98

sujeitos a mesma intensidade de forca, o que nos permite afirmar que cada apoio

reage com a metade da intensidade da forca. No entanto, é valida a prova pelo

método da superposicao dos efeitos:

OBS.: E importante notar que a reacéo de 45kN para o apoio J sera transmitida

para a outra viga com sinal trocado, ou

Para a Viga ll:

seja, com sentido oposto.

45 kN

45 kN/m

JN A
QEQH \

is "

- Para o apoio I, utilizando as situacdes

v = v

50 kN.m
T 95 kN

descritas para o calculo de reacdes:

Z Considerando a carga pontual de 45 kN:

45 x 2

+ 45 = 90 kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

Z Considerando a carga momento:

50

25kN

Que aponta para baixo, portanto,

de valor negativo.

Z Considerando a carga distribuida de 45 kN/m:

2

(45 x 1,33

) = 30 kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. Logo:

"YyL = 90 + 30

25 = 95kN
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- Para o apoio H, utilizando as situa¢6es descritas para o calculo de reagdes:

Z Considerando a carga pontual de 45 kN:

45 x 2
_( 2

)

45 kN

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

Z Considerando a carga momento:

50
— = 25kN
2

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

Z Considerando a carga distribuida de 45 kN/m:

(45 x 0,66
2

) = 15kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. Logo:

RyH= 45+ 20+ 15= 5kN

OBS.: Note, novamente que a reacdo de apoio em H sera transmitida com sinal

trocado, ou seja, no sentido oposto.

Para a Viga lll:

40 kN

40 kN

20 kN/m

5 kN

70 kN

5 kN
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Para o apoio G, utilizando as situacdes descritas para o calculo de reacdes:

Z Para a carga pontual de 5 kN:

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

Z Para aresultante do carregamento que atua no balanco, de 40 kN:

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

5 x2
2

(—)+5= 10"Q0

40 x 1
2

( ) + 40 = 60 kN

Z Para a resultante do carregamento que atua no trecho biapoiado, de 40

kN:

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

Logo:

Para o apoio F, utilizando as situa¢des descritas para o célculo de reacdes:

40 x 1
= 20kN

RyG= 60+ 20 10= 70kN

Z Para a carga pontual de 5 kN:

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

5x 2

= 5kN

Z Para a resultante do carregamento que atua no balanco, de 40 kN:

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

40%x 1
2

= —20kN

7 Para a resultante do carregamento que atua no trecho biapoiado, de 40

kN:

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

40 x 1
= 20kN

10(
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Logo:

RyG= 20 20+ 5= 5kN

Para a Viga | ou lll (trecho entre duas rétulas):

10 kKN

10 kKN/m

=

A
AT

5 kN

A
1&

5 kN

v

Utilizando o método da superposicdo dos efeitos: Sabemos que este vao,
mede um metro, e que a carga distribuida produz uma for¢a resultante de 10 kN,
gue atua em seu centroide. Sem realizar calculos, sabemos que 0s apoios estdo
sujeitos a mesma intensidade de forca, o que nos permite afirmar que cada apoio
reage com a metade da intensidade da for¢a resultante. No entanto, é valida a
prova pelo método da superposicéo dos efeitos:

RyJ= RyK=

10><0,5_
1 =

5kN

OBS.: E importante notar que ambas as reacdes de 5kN serfo transmitidas para
a outra viga com sinal trocado, ou seja, com sentido oposto.

Viga 1V:
20 kN
5kN
10 kN/m

e

5 kN

.
v Lv

20 kN

Para o apoio D, utilizando as situacfes descritas para o calculo das reacdes:

/\E
\\ = =

10 kN

10!
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Z Para a carga pontual de 5 kN:

5x2
(2

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

) + 5= 10 kN

7 Para a carga distribuida de 10 kN/m:
20 x 1

( )+ 20 = 30kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

Z Para a carga momento de 30 kN.m:

30
—=-15kN
2

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

Z Para a carga pontual de 5 kN:

5% 2
— =-5kN
2

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

Logo, a reacdo em D vale:

10+ 30 15 5= 20kN C RyD= 20kN

Para o apoio E, utilizando as situacdes descritas para o calculo das reagdes:

7 Para a carga pontual de 5 kN:

5% 2
—=-5kN
2

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

# Para a carga distribuida de 10 kN/m

20x1
= -10 kN

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.
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Z Para a carga momento de 30 kN.m:

30
— = 15kN
2

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.
# Para a carga pontual de 5 kN:

5x2
2

( ) + 5= 10kN

Que aponta para baixo, portanto, de valor positivo.

Logo, a reacdo em D vale:

5 10+ 15+ 10= 10kN CRyD= 10kN

Viga V:
10 kN
5 kN

10 kKN/m

v

A
.
~
10kN.m A

15 kN

Utilizando as equacdes do equilibrio de Newton:

+ ¢
10 5+ RyA= 0 CRyA= 15kN
+ E =

Ma (10 x 05 (5 x1) = 0CMa= 10kN.m
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Com todas as reac¢fes calculadas, o proximo passo é tracar os diagramas:

DEN(KN):

O diagrama de esfor¢o normal € nulo, pois ndo atuam forcas inclinadas
ou horizontais sobre a Viga Gerber em questéo.

Diagrama de Esforgo Cortante (DEC)

Relembrando a convencéao de sinais:

Cortante (V)

Cortante (V)

Em A: Temos reacdo de apoio no valor de 15 kN, que aponta para cima,
portanto, marcamos 15 para cima no diagrama.

Entre A e B: Devido a carga distribuida, que produz resultante de 10 kN
apontando para baixo, subtraimos dos 15 kN iniciais, obtendo 5 kN, e
marcamos em B. Segundo as situac¢des descritas, em cargas distribuidas
retangulares, a variacdo do esfor¢o cortante € linear, portanto, tracamos
uma reta entre os pontos.

Entre B e C: Assim como ocorre entre A e B, temos carga distribuida que

15

—=15m

10
gera resultante de 10 kN, que subtraimos dos 5 kN anteriores e obtemos
5 kN, marcando em C. Aqui surge um ponto de cortante nulo, o ponto L,

gue fica distante de Aem 1,5 m.

Entre C e D: Novamente, o trecho esta sob acdo de carga distribuida, que
neste caso gera resultante de 20 kN. Portanto, subtraindo do valor anterior
de -5 kN, obtemos T 25 kN que marcamos em D.

Em D: Em D ha um apoio com reacao de 20 kN positivo, que somamos
aos -25 kN, ficando com a quantia de -5 kN, que marcamos em D.
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Entre D e E: Este trecho é um trecho descarregado entre cargas, portanto,
o esforgo permanece constante até o ponto E.

Em E: Em E ha um apoio com reac¢ao de 10 kN positivo, que somamos ao
-5 kN, obtendo o valor de 5 kN positivo.

Entre E e F: Este € novamente um trecho descarregado entre cargas,
portanto, o esforco permanece constante até o ponto F.

Entre F e G: Ha uma carga distribuida, que gera resultante de 40 kN para
baixo, gerando em G um esfor¢o de - 35 kN. Neste trecho surge um ponto
de cortante nulo, o ponto M, que fica distante de F em 0,25 m.

5
—=0,25m
20

Em G: Em G h& um apoio com reacdo de 70 kN, que aponta para cima,
portanto, a partir do valor anterior (-35 kN), somamos 70, e obtemos 35
kKN, que marcamos em G.

Entre G e H: Assim como entre F e G, atua uma carga distribuida, cuja
resultante vale 40 kN. Logo, subtraindo 40 kN do valor anterior (35 kN),
obtemos -5 kN, que marcamos em H. Entre G e H ha também o ponto N,
de momento maximo e cortante nulo, que fica distante de G em 1,75 m:

35
—=1,75m
20

Entre H e I: Neste trecho, hd uma carga distribuida triangular, que produz
uma resultante de 45 kN. Subtraimos do valor anterior (-5 kN) a quantia
de 45 kN e obtemos -50 kN, que marcamos em |.

Lembrete: O grafico do esfor¢co cortante para cargas distribuidas triangulares
serd sempre uma parabola de segundo grau, e sua concavidade dependera da
forma como a carga estara aplicada.

Em I: No apoio I, temos uma reacao de 95 kN, que somada ao esfor¢o
cortante obtido no trecho compreendido por H e | (-50 kN), fornece como
resultado o valor de 45 kN, que marcamos em |I.

Entre | e J: Temos um trecho descarregado entre cargas, portanto, segue
constante o valor anteriormente obtido de 45 kN até o ponto J

Entre J e K: No ultimo trecho a ser analisado, temos uma carga distribuida
gue produz uma resultante de 90 kN. Subtraimos os 90kN do valor em J
(45 kN) e obtemos por fim o valor de -45 kN, qgue marcamos em K. Se o
valor de - 45 kN for somado a reacédo em K, verifica-se que a soma € zero,
e portanto, todo célculo do esfor¢o cortante esté correto.

T .,
— h i
Tt
Entre J e K ocorre um ponto de cortante nulo, o ponto O, que fica distante
do ponto K a 1,5m:
Por fim, o diagrama de esfor¢o cortante, devera ser da seguinte maneira:
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DEC(KN):
45.0 450

35.0

15.0 @

T

j}}é}jo c D 5.0 5.0 s f H |
A B Q%MLHM 50 E F \LU\LH N%MHHLH ’ L “

-25.0

500 -45.0

Diagrama de Momento Fletor (DMF)
O diagrama de momento fletor nas Vigas Gerber tem algumas

particularidades que exigem atencdo. Para tracar o diagrama, dois métodos
podem ser adotados: tracar o diagrama de cada viga separadamente, juntando
todos no fim, ou tracar todo o diagrama de uma vez so.

Caso se opte pela primeira opc¢édo, o tracado sera feito da mesma forma
como era feito nas vigas simples. Entretanto, caso se opte pela segunda opcéo,
€ preciso saber que nas rétulas 0 momento sera sempre zero, exceto se houver
momento aplicado na rétula de um lado ou de outro ou em ambos os lados da
rétula. Portanto havera momento proximo a rétula apenas se houver um binario
aplicado, e este, por sua vez, ndo poderd ser marcado sobre a rétula, mas sim
sobre a haste na qual atua.

Neste exemplo, o diagrama sera tracado todo de uma vez, comecando
pela esquerda - se o cortante for positivo, o fletor também sera. Se for negativo,
o fletor também Neste exemplo, o diagrama sera tracado todo de uma vez,
comecando pela esquerda - se o cortante for positivo, o fletor também sera. Se
for negativo, o fletor também serd - e seguindo a convencédo de sinais padrao

Momento Fletor (M) Momento Fletor (M)

_|_

adotada:

Entre A e B: Temos o0 momento reativo de 10 kN.m, que traciona as fibras
do lado superior da estrutura, entdo, marcamos 0 momento em A,
seguindo uma pardbola do segundo grau até a rétula em B, onde o
momento sera zero.
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Entre B e C: Neste caso, 0 momento entre B e C ser& um momento
maximo, que ocorre no ponto L do diagrama de esforco cortante, a 0,5 m
darétula B e C. Seu valor pode ser calculado de duas maneiras: pela area
do esforco cortante ou pela formula para viga simplesmente apoiada sob
efeito de carga distribuida.

Pela area do cortante: 5 x 0,5
—) = 1,25kN.m
Pela formula: ( 2 )
W 10x2 5
- —§ - L .m

Z Entre C e D: Neste trecho, a viga esta sob efeito de uma carga distribuida,
entdo o grafico sera uma parabola de segundo grau. Pela area do esforco
cortante podemos determinar o valor do momento fletor:

(25+5) x 2
2
Z Entre D e E: Pela area do cortante:

= 30kN.m

Que marcamos em D, e tera variagdo linear por ser um trecho
descarregado entre cargas.

30 (5x2)= 40kN.m

Z Entre E e F: Neste trecho pode-se pensar de duas formas para tracar o
diagrama de momento fletor, considerando o binario aplicado em F, ou
pela &rea do esforco cortante.

Pelo binario aplicado: Em F, atua um binario de 30 kN.m, que traciona
as fibras do lado superior da estrutura, e portanto, tem valor negativo. Ou
seja, o valor de - 30 deve ser marcado do lado esquerdo de F, mas nunca
sobre F, pois F é uma rétula interna.

Pela area do cortante:

40+ (5x2) = 30kN.m

Z Entre F e G: No ponto M, temos um momento maximo, que pode ser
calculado pela area do cortante:

5 x 0,25
(—

) = 0,6kN.m

Este valor deve ser marcado sobre o ponto M.

Em G, temos outra variagdo no momento fletor, a ser calculada:
(35 x 1,75

0,6 >

) = —30kN.m
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Em N temos novamente um ponto de momento méaximo, a ser calculado:

30+(W) = 0,6kN.m

Como todo o trecho esta sob efeito de uma carga distribuida, basta
ligar os pontos através de parabolas do segundo grau, lembrando que nas
rétulas o momento é nulo.

bY

Entre H e J: Até o apoio | este trecho estd submetido a uma carga
distribuida triangular, em seguida se torna um trecho descarregado entre
cargas, até o instante em que ha um binario aplicado do lado esquerdo a
rotula J.

O valor do momento em | pode ser determinado fazendo-se uma se¢&o no ponto
I, ou vindo pela direita pela area do cortante. Neste trechoem especial, o trabalho
é facilitado quando se analisa da direita para a esquerda.

O binério aplicado em J traciona as fibras do lado de baixo da estrutura, portanto,
€ positivo e vale 50 kN.m

Pela &rea do cortante, podemos determinar o valor do momento em
I, lembrando que quando se analisa a estrutura pela direita 0 momento
tera sinal oposto ao do cortante.

50 (45x2)= 40kN.m

Entdo, ligamos H ao ponto | através de uma parabola de segundo
grau, e o ponto | ao J através de uma reta. O momento de 50 kN deveficar
ao lado da rotula, e ndo sobre ela.

Entre J e K: Assim como no trecho BC, podemos determinar o valor do
momento de duas maneiras.

- Pela area do cortante:

T uc phy i
- Pela férmula:
Nt omo .
v
DMF (KNm):
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Exemplo 4:
35 kN/m 45 kN
25 kN/m
10 kN/
F i G H J'
A 20 KN.m A B 2C gpomm =D oF
2m ‘ 3m 4m ‘ 3m 5m 2m 4m
Desmembrando a viga acima:
v 1 |
: \i)’/ -.r:‘\ l\é I I
! /2517:1\-\- é é 33?-;""-\ é ,’l\‘ é
1 |
IV 45 kN/m
O
I
y v v v v v
Calculando as reagdes de apoio:
Viga l: o
22.5 kN 225 kN
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Como a carga de 45 kN esta no meio da viga, sabemos, pelo método da superposicéo dos
efeitos, que ambas as reacdes valerdo metade do valor da carga, ou seja

RyH: 22,5 kN
RyE: 22,5 kN
Viga ll:
175 kN 70 kN
22.5 kN
35 kN/m
GO DA
v T v
64.5 kN 203 kN

Para o calculo de cada reacao de apoio, serédo consideradas as cargas da
esquerda para a direita, e o método de célculo sera o da superposicao dos
efeitos.

1 Apoio G:

175 x 2,5 70 x 1 (22,5 X 2

= =) =) = 645kN

1 Apoio D:
175 x 2,5 70 x 1 225 %x 2
)+ ( +70) + (——+ 22,5) = 203 kN
5 5 5
Viga lll:
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50 kN
' 17 25 kNim
AT BF
v
25 kN 25 kN

Assim como na viga |, a resultante do carregamento distribuido atua no
meio da viga lll, portanto, 0s apoios reagem ao carregamento da mesma
maneira, produzindo reac¢des de 25 kN cada.

Portanto:

RyA: 25 kN
RyF: 25 kN

Sugestdo: Cheque pelo método da superposicdo dos efeitos

Viga IV:
40 kN
25 kN 64.5 kN

A ANC wit

kN 89.1 kN

Pelo método da superposicdo dos efeitos:

i1 Apoio B:

64,5 x 3
(—5—) = 404N

20+25X3+25+4OXZ
(P + 7 +25) +(—;

80
)+ ()

1 Apoio C:

20 25 x 3 40 x 2 80 64,5% 3
_ — — +645) = 89,1kN
G () (P )
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Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)

Como nenhuma forca horizontal ou inclinada atua sobre a viga, o
diagrama de esfor¢o normal € zero.

F G H
5 ° AN A\ © A A
A B C D E
DEC (kN):

Os procedimentos para tracado do diagrama de esfor¢co cortante e para
encontrar a distancia em que ocorre o esfor¢co nulo, sdo os mesmos do exemplo

anterior. Os calculos e resultado final do diagrama sao abaixo apresentados:
825

645 845 645

220 ¥ Bl N2s 25

15.4

bt BB K N

A A Ny S E
C G D H
-250 250 050 -24.6 - -225 -225
105
Va = 25,0kN

V=25 50= 25kN
VBesq) = 25KN (trecho descarregado) VB @in = —25 +40,4 = 154 kN
Ve esq) = 154 — 40 = —24,5kN Vc@in = 24,5+ 89,1 = 64,5KkN
Ve = 64,5( trecho descarregado
Vb(desg) = @ T h @75= 110,5kN Vbw@in = 110,5+ 203 = 92,5kN
Vi=925 70=22,5kN
Ww=225 45= 225kN
VEesq) = 22,5kN VE@in = 22,5+22,5=0kN
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DMF (kNm):

Os célculos séo apresentados abaixo, bem como, o diagrama de momento fletor:

_113.5 -115.0

-95.0

832

| ’% LK ﬁ_] L
J  Ac q@eWW} Ap WE
25 x 1
M= ———=12,5kNm
Mr@in = 20KNm

Ms = —20 — (25 X 3) = —95 kN.m

15,4 x 1,54
Mimaxy = 95 + ( T
= —83,2kNm
24,6 x 2,46
Mc= 83,2 —
= —113,5kNm
MG(esq) =80 KkNm
64,5 x 1,843
Mk (max) = — 5  ° 59,4kNm
MD — 59’4 ( 110,5;(3,157) —

—115,0 kNm
ML = 22,5x 2 = 45 kNm

Observacdes importantes sobre vigas Gerber:

1- Carga concentrada ativa atuando sobre uma rotula interna, sera aplicada como carga ativa uma
Unica vez nos trechos desmembrados, tanto faz o trecho. Pode ser em um, OU no outro trecho
subsequente.

2- Carga Momento aplicado em uma rotula interna, SEMPRE deve estar muito bem estipulado de que
lado da rotula interna o MOMENTO APLICADO ATIVO esta agindo, se a ESQUERDA da rotula
interna ou a DIREITA da Rotula INTERNA. Tais MOMENTOS ATIVOS APLICADOS DEVEM aparecer
em verdadeira grandeza no DMF, do lado em que estdo atuando.

3- Se a Rotula INTERNA NAO TEM qualquer MOMENTO ATIVO APLICADO, OBRIGATORIAMENTE,
0 MOMENTO FLETOR tem que ser NULO nesta ROTULA INTERNA.

4- Também o MOMENTO E NULO, do lado da Rétula Interna que NAO TENHA MOMENTO ATIVO
APLICADO daquele lado.
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7. Vigas Inclinadas

Até agora foram apresentadas vigas, que sdo estruturas lineares, e,
portanto, ndo ha a necessidade de decomposi¢ao de esforcos em outros planos.
As vigas inclinadas apresentam um angulo formando estrutura plana e séo
comumente encontradas em escadas e porticos.

O processo para o tracado dos diagramas em vigas inclinadas consiste
na obtencdo das reacOes de apoio, e posteriormente na decomposicdo dos
esforcos em eixos ortogonais a viga, utilizando o angulo formado com a
horizontal. Como a viga é inclinada, ndo é aconselhavel realizar os calculos das
reacbes de apoio através da superposicdo dos efeitos. Desta maneira,
calcularemos as reacdes de apoio através das equacdes de equilibrio de Newton
e faremos secdes ortogonais a viga e tragcaremos os diagramas.
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Vigainclinada com carga pontual

30 KN

Primeiramente, € importante encontrar o angulo | através do arco
tangente utilizando as cotas estabelecidas pelo problema. Segue-se com 0s
célculos das reacdes de apoio atraves das equacdes de equilibrio.

tén= téq =

Rxa =0 Rva+ Rys = 30kN

+En=

Rex4 30x2=0

RyB= 15KHM

Rve = 15 kN
Rya= 15 kN

3m

3
| = arctan—
4

1 = 36,87°
A m : OEE 06

RyA= 15KN Al @{0,8
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Em seguida, temos o diagrama de corpo livre da viga inclinada com o
tracado de duas secdes entre a carga aplicada.

B

%

yB= 16KM

4m

T?m— 15KN

Através do método das sec¢bes, encontraremos o0s esfor¢cos axiais,
cortantes e momentos fletores para as secbes em estudo. Definimos os
intervalos nos eixos X e Y e no eixo que percorre a viga, o qual chamaremos de
Z. Utilizamos o angulo | para decompor as reagdes ao longo da viga e
perpendicular a ela.

* _ o
> ,
i OEE 06
Al &8
|
e
2 VER =
|D - 3p Buz=0
| MS1= 12,00 zKkNm

FEN =

NS1+ 15x% 0,600= 0
NS1= O9kN

tin =
A T VS1+15x08=0

VS1= 12,00kN
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Com os esforcos internos encontrados, aplicaremos os intervalos de X, Y
e Z para determinar os diagramas de esfor¢o normal, esforgo cortante e momento
fletor.

Emo=0=0= O NS1= 9kN, VS1= 11,985e MF= OkNm
Emo= ,0= , eb= , O NS2= 9kN, VS1= 12,00 e MF = 30,00kNm

Agora, determinaremos os esforgos internos para a se¢ao 2.

Hi R =
VS2 + 15 x 08 om8=0 T
VS2= 12,00kN

FER =
NS2 + 15 x 06 oT Ttk
NS2= 9kN

YER =

OY pvw om w ¢ T

MS2= 15x-30(x-2)

RyA = 15 KN

Emx=2,y=15ez= 250 NS2= 9kN, VS2= 12,00kN e MF = 30,00kNm
Emx=4,y=3ez=v RS2= 9kN, VS2= 12,00kNe MF= OkNm
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A partir dos esforcos encontrados em cada ponto da viga, podemos
construir os diagramas de esforcos internos da viga inclinada.

DEN (kN):

DEC (kN):
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DMF (kNm):

Vigainclinada com carga vertical distribuida

Acima temos duas representacdes para a mesma viga inclinada com
carga distribuida. Perceba que a carga esté distribuidaverticalmente ao longo da
cota em X a esquerda e ao longo de Z a direita. Assim como fizemos no primeiro
exemplo, primeiramente encontramos as reacdes de apoio em A e B e tragcamos

o Diagrama de Corpo Livre.
10 K

thivrbvrdbrivvvy

=

m
]
L |

B
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30 KN

10 KNfm

53,13°

L

RyB= 15KN

RyA = 15KN

tép = téq =
Rxa= 0 Rya+ Rys= 30
tEa= ]l = arctan—3
Rex3 30x1,5=0 | = 53.15°
- " A
Rve = 15kN OEEDS
= 7 -
Rvya = 15kN Al 606

Como ocorre somente uma carga distribuida ao longo de toda a viga,
faremos somente uma secéo S para a determinacao dos esfor¢os internos. Como
demonstracao, sera utilizada a representacdo da viga com a carga distribuida ao

longo de Z (eixo que percorre a viga inclinada).

A carga q da secéo esta localizada no meio da mesma (z/2) e tera o valor
da carga distribuida multiplicada pela distancia Z da secao.

'

RyA= 15 KN

VS= 3,6xz+9

€EN
3¢ Umnp puomp m
.3 h ©
ten e
63 ® U mth

€EN
.. a .
-3(pUT|ka‘punkpUn
-3 h ’ 0
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Emo=0=0= ©O NS= 12kN, VS= 9kN e MS= OkNm
Emo= , ,0= e0= , © NS= OkN, VS= OkN e MS= 11,25kNm
Emo= ,0= e0= O NS= 12kN,VS= 9kN e MS= OkNm

A partir dos esforcos encontrados em cada ponto da viga, podemos
construir os diagramas de esforcos internos da viga inclinada.

DEN (kN):

DEC (kN):
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DMF (KNm):

Vigainclinada com carga horizontal distribuida

B

'

10 KN/m
|
=

|

TN

=

[ 1
L EREBE &8 S

4m

Acima temos duas representacdes para a mesma viga inclinada com
carga distribuida. Perceba que a carga esta distribuida horizontalmente ao longo
de Y a esquerda e ao longo de Z a direita. Assim como fizemos no primeiro
exemplo, primeiramente encontramos as rea¢des de apoio em A e B e tragamos
o Diagrama de Corpo Livre.
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E 1= arctanE
s 4
- 1 = 36,87°
Z OEE D6
B Al 68
téq =
Rxs = 30kN N
TR','A= 11,25 KN XFy =0
Rya + Ry =0
tEa=
Rxegx 3 30x 1,5+ Rysx 4=0
Ry = 11,258

Como ocorre somente uma carga distribuida ao longo de toda a viga,
faremos somente uma secéo S para a determinacao dos esforcos internos. Como
demonstracao, sera utilizada a representacao da viga com a carga distribuida ao
longo de Y.

ten i
6 3 p T U mh o a
VS= 6xy+9 -

b CER=
NS+ 10x y x 0,8+ 11,25% 0,6 = 0 W2

O<y<3

NS= 8xy 6,75 q=10y

+é'EI"]= QL

MS +(10y)- 11,25x= 0 sl

MS= 5y2+ 11,25x 7R,
ou
MS + (10y)- 11,25xx0,8xz= 0

RyA= 11,25 KN
MS= 5y2+ 9z ..
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Note que a equacao para o momento fletor foi encontrada utilizando cotas
em Z e Y, mas uma outra equacdo do momento fletor poderia ser MF =11,25

x X 5xy2 utilizando cotasem Y e X.

O NS= 6,75kN, VS= 9kN, MS= OkNm

Emo=0=0=
18,75kN, VS= OkN e MS= 11,25kNm

eo= 0 NS=

Emoé= ,0= |,
O NS= 30,75kN, VS= 9kN e MS= OkNm

Emo= ,0= eo=

A partir dos esforgcos encontrados em cada ponto da viga, podemos
construir os diagramas de esforcos internos da viga inclinada.

DEN (kN):

DEC (kN):
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DMF (KNm):

11,25

A

Vigainclinada com carga distribuida no proprio eixo

Ao lado temos a representacéo
de uma viga com carga distribuida ao
longo de seu préprio eixo (2).

&
>

N

Assim como foi feito anteriormente, primeiramente encontramos as reacdes
de apoio em A e B e tracamos o Diagrama de Corpo Livre.

L L 3
teq = teq = | = arctan—
Ra+ Rve 50 0,8= 0 Re= 30kNN 4
1 = 36,87°

Rva+ Rye = 40kN o
OEEPS6
Al &),8
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50 KN

RxB = 30 KN

RyB = 8,75 KN

4m
TRyA = 31,25 KN

1 Ea=
Rxs o VTTyex4€h v
Rve = 8,75kN ¥
Rva= 31,25kN ¥

Como ocorre somente uma carga distribuida ao longo de toda a viga,
faremos somente uma sec¢éo S para a determinacao dos esforcos internos.

RyA= 3125KN

tn e
6 3 p T U
VS= 10xz+25

FEfE
NS+ 31,25% 0,6= 0
NS= 18,75kN

tEn=0
- ., 4a
Vi oMo p1 E T

0i of e va
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Emo=0=0= 009 NS= -18,75kN, VS= 25kN e MS= OKNm
Emo= ,0= , ed= , O NS= -18,75kN, VS= OkN e MS= 31,25kNm
Emo= ,0= e0= ©O NS= -18,75kN, Vs =-25kN e MS= OkNm

A partir dos esforcos internos encontrados em cada ponto da viga,
podemos construir os diagramas de esfor¢os internos da viga inclinada.

DEN (kN):

DEC (kN):
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(ECVICTC/UFSC)

DMF (kN.m)
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8. Porticos

Pdrtico € comumente definido na arquitetura como a area ou local com a
entrada de uma edificacdo coberta, normalmente uma estrutura alta e elevada
por pilares ou paredes. Na Engenhara Civil, chamaremos de pértico toda
estrutura constituida por vigas e pilares, formando um plano.

Poértico na entradé do Péntééo eE{ Roma
Fonte da imagem: Wikipédia

Nesta apostila, trataremos de porticos planos e isostaticos, dando énfase
aos tri-articulados. E importante para a resolugdo dos exercicios, estarem bem

definidas e treinadas as 4 situacfes do tracado dos diagramas de esforcos
internos ja estudadas previamente.
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Nos capitulos anteriores, na resolucdo de vigas simples, vigas Gerber e
inclinadas, vimos que o tracado do diagrama de momento fletor deve seguir a
convencao adotada na Engenharia Civil, onde o lado considerado positivo é o
lado de baixo da viga horizontal. Nos pOrticos, seguiremos esse mesmo
procedimento, porém, na resolugédo dos exercicios, € o calculista que determina
em que lado de cada barra se encontram as fibras do lado de baixo da haste em
guestdo. Adota-se um tracejado no lado que se considera como lado de baixo
das hastes em questéo, pensando principalmente nas hastes verticais.

Portico com barra inclinada
10 KN/m

I£I"¢'VVVV¢B

e

D pal—y

10 KN

A
|

| o | om |

Primeiramente devemos encontrar as reagfes de apoio e definir onde se
encontram as fibras, superiores e inferiores, de cada uma das barras do poértico.
Para este primeiro caso, vamos considerar as fibras do lado de baixo como
KN/m sendo as

\

‘vHHHHHB mostradas  na
D figura

10 KN /D - ’ if
am _T
RyB

|

“
(4

>
N
3
N
3

RyA
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A linha tracejada em vermelho é obrigatoria e representa o lado de baixo
em cada barra.

B & 80 B&¥H0 {:arctanz
RxA+ 10(0,6) = 0 RyA +RyBz10(0,8)230=0 | | | _ 36 g7
RxA= -6kN RyA+ RyB= 38kN 3ET |

#1 0y
B-A=0

-10(2,5) 7 30(5,5) + RyB(7) = 0
RyB= 27,14kNY

RyA = 10,86 kN1 i

10,86 KN

Com todas as reacdes de apoio encontradas, prosseguimos com o
procedimento de decomposicdo das forcas em eixos ortogonais na barra

inclinada como foi feito na se¢ao anterior.
V+

V+

131



ECV 52191 Andlise Estrutural | - 132

Com todas as cargas definidas, podemos realizar o tragcado dos
diagramas para cada uma das barras em andlise. E importante notar que nos
porticos, as reacdes presentes em uma dada barra serdo transmitidas para as
outras, podendo ou ndo ser o mesmo tipo de esforco.

EmA:
Y:10,86(0,8) + 6(0,6) = 12,28 kN "
X:10,86(0,6) 7 6(0,8) = 1,716E. ©

Neste primeiro exemplo, a carga de 1,716 kN realiza um esfor¢co normal
de compresséao na barra AD e é anulada pelos esfor¢cos cortantes que agem na
barra DB, pois esses cortantes agem como esfor¢os normais na barra AD e
vice-versa.

30 KN
‘ ! 10 KN/m‘
v ,L-IJ*‘T %v»f:vh’"‘-i«lﬁj B
10 KN - R
7l *
a 7
[ /
e
| /
a4 27.14 KN
7
// "
Al
/ Aa
7 i a /\//
Z 7 [a
A \
1,716 KN 12,28 KN
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DEN (kN)

Barra AD pela esquerda

VA = 12,28 kN (Constante até C)

VCeso= 12,28kN

VCdir= 12,287 10 = 2,28kN (Constante atéD)

Pelaesquerda
NA =-1,716 KN(Constante até D)
ND=NB=0

DEC (kN)

Barra DB pela direita
VB= -27,14kN

VD= -27.14 + 30 = 2,86 kN
DistanciaDI = 21—36 = 0,286m
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