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1. Introducéo
Yo

A mecénica pode ser dividida em trés partes:

1 Mecanica dos corpos rigidos

1 Mecanica dos corpos deformaveis

1 Mecénica dos fluidos (compressiveis e incompressiveis)

Corpos Rigidos
Corpos Inflexiveis e ndo deformaveis.

B&® 1 B&® 1
BOP Tt B-P 1
Estatica Dinamica

No entanto, estruturas reais nunca sado absolutamente rigidas. Estas
deformacdes, contudo, geralmente sdo pequenas e ndo afetam as condi¢cdes de
equilibrio ou de movimento.

Corpos Deformaveis
As deformacdes sdo importantes para o estudo da resisténcia da estrutura a

falhas.
4
B /oﬂ\f’)ina,\
Con \QV FAGAD ~
deoomaay =2 >~ A7}

Y

Na disciplina de Mecéanica dos Solidos, o comportamento mecéanico de corpos
estaticos com os conceitos de tensdo e deformacdo possuem algumas aplicagdes,
como calculos envolvendo: estruturas de aco, estruturas de madeira, concreto e etc.

AA disciplina de dlastagdiscipinas d®prdjetos@ par i




1.1 Mecanica Newtoniana
"ADO

A Mecéanica Newtoniana € a base das engenharias atuais. Baseada nos
conceitos de:
1 Espaco
1 Tempo
1 Massa
1 Forca

Estudaremos estes conceitos para as condi¢fes de repouso de particulas e de
corpos rigidos.

Particula
Quantidade de matéria muito pequena em um Unico ponto: idealizacdo.
—y
1'l.::l -
2
o &~
—
s

+B & = ®C Sem rotacéo

Corpo Rigido
Combinacao de um grande numero de particulas.

+B & = ® C Sem translacéo
+B-P = @ C Sem rotacéo

O estudo da mecanica baseia-se nas Leis de Newton:
1 12Lei de Newton (principio da inércia): Se +B & = ® em uma particula, tem-se
repouso ou movimento retilineo uniforme.

1 22Lei de Newton: a aceleracéo é proporcional a magnitude de & e ocorre na
mesma direcao.
& =m.A

1 32Lei de Newton (acado e reacao): as forcas de acao e reagdo entre corpos em



contato, ttm mesma magnitude, linha de agéo e sentidos opostos.

i B
C o
Pag Foa
& &

Prefixos

Multiplos e submultiplos de unidades fundamentais do S.I podem ser obtidos
pelo uso de prefixos.

T p 1t =m(mili) p 1=Kk (quilo)
1 p 1 =p(micro) p 1=M (mega)
1 p ™ =n(nano) p 1= G (giga)

Precisdo numeérica
A preciséo da solucédo de um problema depende de trés itens:
1 Precisao dos dados de entrada
1 Precisao dos calculos efetuados
1 Namero de Algarismos Significativos

Quanto aos numeros significativos:

S AR

\ 1.%:{.] by 'Il'uIT':}"‘j}i
sl
1 (@D+1@1=25

Limitacao do dado de entrada

1 |& ]| =30 algarismos
1 |&|= 30 algarismos
Somando em uma calculadora com precisdo de 8 algarismos significativos
havera uma limitacdo dos célculos efetuados.

Exemplos
1) 0, 00821 Y -3§,algatismes siyrificativos]
2) 234100 Y 25[43%Katismos sifrificativos]

Regra geral: utiliza-se, em engenharia, 3 algarismos significativos.



1.2 Vetores de Forca/particulas
"Ap@

Vamos inicialmente estudar as for¢as agindo em particulas.

Uma forca representa uma acao de um corpo sobre outro, e sdo caracterizadas
por:

1 Magnitude, médulo ou intensidade

i Direcéo ou linha de acéo

1 Sentido

Entidades Vetoriais
I Forca
1 Deslocamento
1 Velocidade
1 Aceleracéo

/"~ Linha de acao

? i
. 7
AD'L Representacao 7
- — -4 - — equivalente - T T=w- -
- \ E’
e Eixo de referéncia

Particula ou ponto
de aplicacédo da
forca

7

O comprimento do vetor representa a magnitude do vetor: |& &
E, por ultimo, o sentido da forca é representado pela cabeca da flecha.

Um vetor negativo, & apresenta o mesmo médulo e linha de a¢do, porém com
sentido oposto.

= i
¥

A

— — — — e

i

!
F

Produto escalar

O produto escalar de uma quantidade escalar K por um vetor & amplifica ou
contrai/reduz a intensidade do vetor:

1 Volume T g a7

1 Massa 0,3. ﬁ

1 Energia — —. £ - — S & = o e
&

,-'f v
/ &



Adicao de vetores
"AoQ

Evidéncias experimentais mostram que dois vetores de forca atuando na
mesma particula podem ser substituidos por um Unico vetor resultante que
apresentara o mesmo efeito na particula.

—¥
- Fe
I F: & ocasiona 0os mesmos efeitos que soma & &
y & & &
A =
2

Lei do Paralelogramo

A forca resultante pode ser obtida através da Lei do paralelogramo, onde a
diagonal que passa pelo paralelogramo € o vetor resultante.

Uma vez que o paralelogramo construido com os vetores & e & nao depende
da ordem da selecéo dos vetores, temos que a propriedade comutativa se verifica:

& & & &

Regra do Triangulo

Outra maneira de se realizar esta soma € atraves da Regra do Triangulo, em
gue o0s vetores a serem somados s«o0 dispost
vetor:

=

—

"F L] .E' TE/ ?l
Fe _

Soma de 3 ou mais vetores
"Aoa

A somade &, & e & pode ser realizada somando-se 2 vetores, e, com a
& , soma-se o ultimo para se obter a & final:

F1 + F2+ F3 = (Fl"l) + F3
. A =
» FJ 7 Fj’ -y — F{;
- -y + T:? ia gl
T'.L 4 Fﬂ 2 g =



Propriedade Associativa

Quando os vetores estao situados no plano, a adicdo pode ser feita de maneira
grafica mais facilmente. Com isso, podemos observar uma segunda propriedade da
soma de vetores, que € a propriedade associativa (independe da sequéncia de vetores
escolhidos).

Intensidade e direcao da resultante

Podemos determinar o vetor resultante & de uma soma de vetores de duas
maneiras:

i Leis da trigonometria

1 Decomposicao de forcas

Lei dos cossenos
Quando se conhece os modulos de 2 vetores e o angulo formado entre eles, é
possivel determinar o modulo do vetor resultante:

A > b -'Et_ D\ F:
< 7

Lei dos senos

Quando se conhece os angulos e apenas um modulo, podemos descobrir 0s
demais modulos: ) ) .
A A A
OA] OAj OAi

Exemplo 1.1
" A &
AT BDIOA A¢pA i
Determine a resultante e a sua diregéo.

Q = BOKN)

a5°
A " y P=4orn



- Solucgéo gréfica:

Somar os dois vetores em escala e utilizar a regua e transferidor para obter o
angulo (com relacao a referéncia ) e o comprimento.

& Ay

__ R

- Solucéo trigopnométrica:

Conhecemos os dois médulos e o angulo entre eles:

- Lei dos cossenos:

& 0 1 cO01ATOC& Tnm oem ¢ tnmemnm Al O
& W E.
- Lei dos senos:

& 1
OAbuvuvJOAY

ot OApbuvvu . y
ok o Cr ptrtJ

r OAI1

Portanto, o angulo| que & forma com o eixo horizontal é:

I ¢mlr ¢y qmlptmr
] oottt J



Exemplo 1.2
&c¢ v( EAAAT AO
p g AA
Decomponha a forca &na direcdo dos membros AB e AC:

SN\~

& € a unica forca aplicada, logo é a forca resultante. Além disso, conhecemos
os angulos e apenas um modulo F = 450 N:

onmtTu [ pYEr pmuld

- Lei dos senos:

TUT & < g -
6Abnd OAT © b ole

TUT & < o 8
5Abn) AT LT ¢ 0.




Exemplo 1.3
A Aok A

AT BIOKS
Se a resultante das forcas € 5 KN e tem dire¢do horizontal, determine (a) a

forca de tracdo em cada corda para | T v;Jb) o valor de | para que a tracdo na

corda 2 seja minima.
A @]

- A soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°

,--&_5
h“'#

o 5ﬂ . M
J 457 p P 5 > -
rz ™

¢ ¢ xuvJooemdr pmuld

Como conhecemos os angulos:

D TITTTT & &

GAb vl OAT v) DA n S8 Ce@mAL cu iy

- Devemos escrever a tragdo & em termos de | :

e - LA “9 Y
J ol ,an ; P
x ® ¥
e N

I I omJpyrnQdr puTmy

U TITTTT & . CULUTT
OAbuvmy OAlomJ OAbumy

A tracdo serd minima quando o denominador for
maximo:

puvmy wn€y oemd




1.3 Sistema de forcas coplanares

Quando € necessario obter a (xy)
resultante de mais de duas forgas € mais facil ' )
determinar as componentes de cada vetor (x D '

em um dado Sistema de coordenadas e
depois somar as componentes em cada eixo.

Entdo, para cada vetor podemos
decompor em relacao a qualquer Sistema de
coordenadas de eixos ortogonais (que
formam 90° entre si) desde que saibamos os
devidos angulos.

Também é possivel representar as componentes de um vetor em termos de
vetores cartesianos unitarios €)®, que s&o utilizados para designar as dire¢cdes dos

eixos (X, Y, 2).

T2

Jj'ﬁ & w™ P p
J“?, *

{ Observacio: Os vetores € R possuem modulo unitério, direcdo e sentido
dos eixos designados.

No caso anterior, o vetor & pode ser o 3
representado em termos dos vetores I
cartesianos unitarios.

53 /T;F
=3 %

& & & &® -— -
Fx.

Entédo, quando temos mais de 2 vetores num plano é aconselhavel proceder
desta maneira:

[‘f
KA F
' 4'?-;-2'/'7
I I
o Rl
|
2N -



&b &b &b &P
& &p8a &y ® &n& &p 8 &8 &p 8

& &y &y &5 B &y &p & B

O mddulo da forca resultante é obtido por:

&; B& © &y &5 &
&y B& O &y &5 &p

Y — &P & 83 &; ®
Fe -
- i E a intensidade ou modulo de & Pé dado por
! &)1: &b & &y &p eadirecdode &Pé
;:"‘- &«
an A &h
| ] oC o
Exemplo 1.4
( EAAAOAD
AT e |

Determine a forca resultante e a sua direcdo no sentido anti-horario a partir de
X+.

- Calculo das componentes na direcéo X:

&p T &7 &5
A T
& TnnOAtuauz{G&nn

& oylg .T &y oykg. N




Célculo das componentes na diregdo Y:
&p &p &p &p

&y m AlOvguvn -&mnm

& oY
Ve /
&
i ol
®

Célculo do angulo J:
& & & oc¢ —: Logo,| wTJJ
& ot cwe J Oy 7 hor




1.4 Vetores no espaco

Em problemas tridimensionais, as operagcbes podem ser simplificadas se
considerarmos primeiro uma representacao no plano cartesiano.

& &P &P &

&b &b &b
& & &

Podemos também representar em
termos dos vetores cartesianos unitarios

(FE).

&k &8 &p &P

Notem que o vetor & Pé perpendicular a & . Logo,

& &b &P

& & &U &U

Os angulos 4t A s&o os angulos entre os eixos coordenados e o vetor
resultante. Eles sdo chamados de angulos diretores de &P, enquanto seus cossenos
sédo chamados de cossenos diretores do vetor &P,

AT ¢ &
0 &
Al &
P &

il 6 &
&

O vetor resultante pode ser expresso em termos dos cossenos diretores:

& (8AT16a &AT» &AT OB




Exemplo 1.5
( EAAABARD
%Al &b 1
Determine a intensidade e os angulos diretores coordenados da forga
resultante.

& o= Ya.
&P prgt p T L B .

- Célculo da Forca Resultante:

& &P &P
& o8 Y= p TET p TN L )
& T pym vuTm

& pwp

- Angulos diretores coordenados:

~ e T
AT [C —
D WO
~ . . UTT
[ AT O—
D wp
I X wJ




- Outra forma de encontrar | :

& P wp
Ai o
! pwp ___7'7
L p g ] ® '
.
& pyYyrT | NS o
Al — = PGS
& w — iy
pwp )
r pt= .
z
Al ¢ & vn
& pwp
X W=

1.5 Vetor posicéao

Um vetor posicdo Oé um vetor fixo, que localiza um ponto no espaco com
relacdo a outro. Os pontos A e B possuem coordenadas! 8O h A" 8mh 8

19--=- 4
-~ ,,1, |
T = P
1 ; |
l 0 1 i.t
| A /77’(
L/

Logo, o vetor Opode ser escrito em termos dos vetores coordenados unitarios:

o8 8 E 9 9F : . B

Como um vetor posicdo é um vetor no espaco, 0 modulo | e os angulos
diretores | it A s&o obtidos da mesma forma vista anteriormente.




Vetor forca orientado ao longo de uma reta

Podemos representar o vetor & (Que possui mesma linha de acdo do vetor
posicdo) em termos de O

Tr 2 ©
Y o F
=7
Y
P =

z
Podemos definir o vetor unidade Q que é o vetor posicio normalizado:
6 oo
S5
O vetor & é dado por:
& &3P
[5) 9 9 B
& &3 &3
O 8 6 9 90 0
Exemplo 1.6
"AAO\A
%O Al &g 1

O cabo de sustentacéo de uma torre esta tracionado em 2500N. Determine (a)
as componentes & h& h& ; (b) os angulos diretores.

Aom

- Observe que o vetor de tracdo age na direcao da corda
- O vetor posicdo AB ¢ conhecido " mhp it Al 1 fwh o 1



® m tm Ynmp omnk
& 1T Ynm oOTm

& wtoti
O vetor unitario ao longo da corda é:
e P Co TE B 07®
5 wio 1

- O vetor de tracio pode ser representado em termos do vetor unitario O

& &D

P D 2
& CUILRA——F——

& PT@ATIC P ® TIX WD .

- Podemos obter os angulos diretores por:

o & PTTOT .
Al D — ;;hgi ppmJI
& ¢pqnm -
Al O z —qun%r oqrJ
Al 6 & X WU 0 ]
& cun% X
SeN(R)




1.6 Produto escalar
"ASNABO Qo
(EAAAOMNE @ w
Ocasionalmente, em estatica, é preciso encontrar o angulo entre dois vetores.
O produto escalar entre os vetores ! e " € dado por:

=3
4B
|
|
D1 "B= AB. COS N /{_ S
Fix

Ondemm [ p Y redresultado é um escalar.
Se expressarmos o produto escalar em termos das componentes cartesianas,
teremos:

pJ® 1g !p | B "g "» "B

POP (I " gR ! " 8» ! " g®
¢" pm !" p» ! " pB
T TR = R e

Notem que: 8=1.1.AT (@) =1
8P=1.1.AT (@) =0

gR=1.1.A1(€0°) =0

1250 1> I P P

Igualando as duas equacdes, temos:

ABAI (O =1 " +1 " +1 "
AT O -
[ AT O .




Exemplo 1.7

x Ad CaD Ak
Determine o angulo entre as forcas &Pe &P.
J
A
- Resolucéao

& &P &b &P

& oftxw
& OAld &
& AltT IR & O Ad &
& X fp TT T .
& oiw Mg
& Alo &
& ot

& ocivma oft xo o T1H

- Como conhecemos o0 modulo de & e sua direcdo, poderiamos calcular
& & O—.
S &%
- No entanto, como queremos apenas o angulo entre & e & , que € o mesmo
angulo entre & e ®, podemos apenas realizar o produto escalar &P J0b:

® og ™ CB _ _ i}
D 0 1 q &b oipmn, QoWYXw QWwTy
05 vlo Y & prmm




&> & D AIfO

oy, otft xa owT1BOog ™ B pnwYMRifo

oY o XD cpdnﬂ" ¢ prdwYyRIifo
% v q Y
ohy
[ bwd
Exemplo 1.8
( EAAAOAD
%o Al e )

Determine a magnitude das componentes paralela e perpendicular a barra AB.

® ¢@a oo cB

- O vetor unitario ®é o vetor posicdo normalizado:

([QODC@*

————— ® mhpug T ¢ iy P
Np o0 (¢

- Vetor orientado ao longo de uma reta:

& & b
& & Omhpug Tt ¢ o Ty Py

- Produto escalar entre e &

& 28 & ®AIL0
& Omhpug T ¢mo it Yoot & A0

- Lembrandoque:83 pNad®» ™R 1
mpuo nnondAIT0

AT40 nhpu X
] ofd



- Componentes & Pe &P

ATj0 — OAjl —

~

C& G LIX. C& pulp.

1.7 Equilibrio de particula

Vamos considerar as condi¢cdes de equilibrio de uma particula ou um ponto no

espaco. O ponto estara em equilibrio ou equilibrio estatico se a forca resultante
atuando no ponto for nula.

B& 1t

Ou que as componentes da forca resultante sejam nulas:

B& ®NB&P RNB&P R

Ya

2
Fi

Uma vez que ja vimos como representar uma forca em 3D, e decompor as
componentes, este processo se torna mais facil.

B&a B&p B&E ®

1 Procedimento de andlise " A &0k 80 @y 1t

Devemos primeiro fazer um diagrama de corpo livre mostrando as for¢as que
atuam em um dado ponto.

i Sistema de cabos suportando uma massa M:



Considerando a argola uma particula.

Diagrama de corpo livre da argola, onde as forcas atuando nela estao
representadas.

Exemplo 1.9
" A Aok &
%Al &8l d
Determine as tragdes nos cabos AC e BC.

NN N XA e g NG N

200K

- Resolugéo
0o I ¢
0 ¢mdyp
0 pwac

- Diagrama de corpo livre em C:

& v & 5 0 T

OAt & OA¢ n& P W CT

OB& 1




& p & 5 T
Al On& Al On& T

Al O
Al OmtJ

&  ply &

- Substituindo & na equacéo (I), temos:

OA1 n8ply ¢ OAL m& PWOC

& p x dwu
&  plt g
& ¢pdiw

Exemplo 1.10

( EAAAOAD

%@ Al 88 ¢

Determine a forca em cada cabo necesséria para suportar o carregamento.

[ =18,43° B&=0




- Diagrama do corpo livre no ponto C:

Fac -
7

3

Z

- Abordagem Escalar

*
e ¥

Soow

(0 B&

& p & i

Tt

&

L

& AT & ATO & AT O m )

(" B&

&

U TT

& OA]

Tt

TTTT

UTTTT

(2 B&
& OAj
ot

& OAI

Tt

rh

&

&

- Substituindo & na equagéo (I):

OPcRAT O & ATO & AT O 1

¢
pTE[ip(UT[EGoEB& T80 8%

&

cwy Yy &

Tt

&

Logo:

owy Y &

&

p wig T




- Abordagem Vetorial

o
V)

V)
w

Outra maneira de resolver este problema é representar os vetores de tracao
em termos dos seus respectivos vetores unitarios (@, @, @) e realizar o
somatorio das forcas em cada eixo.




2 Corpos Rigidos
" A& ®k 80 Qo

Até aqui, estudamos a analise de for¢cas em particulas ou simplesmente num
ponto.

Na pratica, os corpos sdo formados por um conjunto de pontos, onde forcas
podem atuar em pontos diferentes deste corpo.

Um corpo rigido é considerado um corpo que ndo se deforma, com rigidez
infinita. Na prética, todos os corpos se deformam, mesmo que muito pouco. Este
assunto sera estudado em resisténcia dos materiais.

Forcas Externas e Internas

Forca Externa
Representa a acéo de outro ponto no corpo rigido que esta sendo analisado,
gue podem ser forcas aplicadas ou reativas

headas

_ UL
ARSI e = j#’l%!

Ej;;r(;a £ ﬂ_’.a:h Vas

Forca Interna
E a forca que mantém o corpo rigido unido e é responsavel por deformar o
0

corpo. A relacéo entre as forgas internas e a deformacéo é vista Mecanica dos Sélidos
l.

L
T




Forcas desenvolvidas dentro dos corpos em decorréncia de carregamentos

externos.
-
A L
— 1 T
Observando a secéo transversal

Principio da Transmissibilidade

Este principio afirma que uma forca @ atuando num corpo rigido pode ser
aplicada num ponto A ou B, ou qualquer outro ponto situado na mesma linha de acao

da forca @, e que os efeitos causados por ®@serdo 0s mesmos.

2

Viaa cov oma  extremidade
lWwre e oulva 4oldada

V)
/ s/
T

Ll
s/

\\y
05 eieirTos NO pgnaasie
(5ada) secan 05 mesTos

2.1 Produto Vetorial
"ASdNBO @ To
(EAABAOMRED @ ¢ p
- AEOAM B0 &
Para entendermos o efeito de uma for¢ca sobre um corpo rigido, que gera

momento em relagdo a um ponto ou a um eixo (veremos na préxima secao),
precisamos definir uma ferramentamat e m8t i ca chamado fAproduto

,

L
—
F

i

Lembrando que o produto escalar entre dois vetores € definido por:

0P 1881 [O

O produto vetorial entre os vetores 'Pe "2é dado por um vetor #.

H 1D "D




Onde a magnitude de #¢é dada por: 8 1880A]

A direcédo de #¢é perpendicular ao plano contendo 'Pe "®

# 180A[] 06

O sentido do vetor # é dado pela regra da mao direita, como o vetor
perpendicular a rotacdo anti-horaria de d de !'Paté "® Logo, no exemplo acima, ¥
"D Ibteria sentido para baixo.

Leis de Operacéao

1 Lei comutativa ndo é valida: DB " "B IP
® & & @
91 Lei associativa é valida: A " Agp "D

Al "™ 1D Agp

T Leidistributivatambém é valida: b " =1 'D b P

Produto vetorial em termos dos vetores cartesianos unitarios

(prEP)

TxR JxK

)i
. . 1
Jge -

1 H -}T
=+ K K X
3 e ¢ K g

2 t '3 2

# 1D "D 1880Af[ 0&




B 8 pPpVARTI =
B » pPp DA B

g B pp DALl »

p B pP» DAY B
p b pD» DATI ™«

p B ppVDAbNI 8

B g ppDAbTI b
P p ppDAbTI =8

B B ppVATTI n

Representando o produto vetorial de !1Pe "Pem termos de €HE temos:
'@ 'y ' "@ " "w®
'@ " @ 7 TR '@ " @

'y "@ 'Ww "y 'y " @
TR e 'R e @R
# 10" ' @"'s0 ' U'BD 'U"d) ! U@ ! U"d)

# U0 U8l !'U"@@"80 ! " B U"BD

Esta expressdo representa a expansdo do determinante de uma
matriz 3x3.

O produto vetorial # 19 "Ppode ser expresso por:

8 o B
# 1 gl uU!lu
||g||U U



2.2 Momento de uma forca em relacdo a um ponto

I
Q. Omomentode e m r el a- «o a dom pont o
corpo rigido é dado pelo produto vetorial entre o vetor
posicdo ©(de O a A) e o vetor forga aplicado no ponto A.

: -P O &
Lorp2 ‘H&idro
Onde vimos que a magnitude Mo é dada por: ‘_E‘T
\ @/
N\ 1
) | R . AJ,[ f"_"‘? E
-7 &8 6
PL) ?
4
SN,
A GOA] sy
L Send = d/‘_

Aido repr esent d@oaté adinha de@cho dea o detor - Ptambém
pode ser representado em termos dos vetores cartesianos unitarios ge

-P O® OUDp OB &g &b &8

ou

) a8 o B
-P OgoOuUoOU
&P&U&U

Momento Resultante de um sistema de forcas

—

o~ F".-'-




Exemplo 2.1

"AAG A
oAl &g |
Determine o momento da forgca em relacéo ao ponto B.
o 19 -A OB &
N\ .
A Lo B s CTHTIP QOIT  TH TH
NP N e i T @ [m]
AGO \\Q@ i " BTee
m‘(\- <7 ) X
700 Yom & Al ©ndprmgt OAd .y nen
ES N\ -
Mo & 1 gt ¢ wolN]
B Tia TP @ T TET ¢ wEO 8 8 ppVARI n
-By g T AT TitR @ weo p p pPp DAL n
o @ T T+ Tip @ @ weO g p pPp DAbNI B
-l TR PHWOR ™ O B p g B

-B p ol ot . J
-Bs ¢ nhy. B

b ¢cmnod

O momento -B é perpendicular ao plano e aponta para dentro do quadro.

Exemplo 2.2
( EAAABAD
DAl 88l 1
Determine a resultante dos momentos em relacdo ao ponto O.

&P THE cH QR.

& 18 om YR.




a b B a o B
O O O O O O
& & & & & &

a »p B 8 » B
v

TTMCM QT TT OMYT

-b v @ QTP ¢capg T ™ oTLE ¢ ®

ocoroxg Y1

-B

)
1T oa o. Jd
Kip _tm
- X {p
L pchid
-B TTT @T OT




2.3 Principio dos Momentos (Teorema de Varignon)

Foi desenvolvido por um matemético francés chamado Varignon, no século
XVII. [Hibbeler 132 Ed. Pg. 128]

Afirma que o momento produzido por uma for¢ca em torno de um ponto € igual
ao momento produzido pelas componentes desta for¢ca em relagao ao ponto.

Este principio pode ser conferido através da Lei distributiva de um ponto
vetorial:

74

ﬁ“«’{'—_-q@&@&pg o 8 6 &

]
o /)i' . .
- = As componentes de & podem possuir qualquer direcéo,

v qualquer direcdo, com &e &P, por exemplo.

L

Em problemas bidimensionais € geralmente mais simples decompor o vetor &
ao longo dos eixos coordenados (X,y):

y ; 5 O momento das componentes '® e '®em
A / _F tornodeO0é:
!
________ y b D & o &
A 7y
oL fy Fx
) ~/¥
g ! b 00& DOAl zB 0& WA B
i b &g & WR
| | | \J
| ! >
[PRa S * | Componente Componente
perpendicular na direcéo
AR L _ com sentido perpendicular
OAf ,logo y=ser. r negativo (para ao papel, no
dentro do papel) sentido positivo

OAY

-, logo x=sera. r




Exemplo 2.3

( EAAABARD
001 Al ADIADAT AROAEOD _
Determine o0 momento resultante produzido pelas forgas em torno de O.

1 1
¢ 3¢

& &pB &pb

@ ATqnTp man O Kpintdp mran

& T1TmnmomnmyE oMU phwe

&

X T G plgy

5! Op &P

8 b
mh LS
X cp

A4 @&

i

')
T

ou

Através do Teorema de Varignon

X T vy ¢ phROTT ¢ W

~

¢ olwt d v

0,25
18}

[para dentro do papel]

et B - -

\,T 0,425 wm
— N B = ool
1 I
i
4—&—_'; F\—

Ry = -2490



2.4 Momento de uma forca em relacéo a um eixo
(EAAALAD @ o
" A oGk B @ox
- AOEAN & 6 v

Estamos interessados em conhecer o

momento produzido pela forga em torno Do
eixo OL (definido por um vetor qualquer ou 2
pontos).

Podemos primeiramente calcular o

momento da forca & em torno do ponto O
(ponto qualquer ao longo do eixo):

-b 0 o

onde -Pé um vetor perpendicular ao plano formado entre Obe &com sentido de acordo
com a regra da mao direita. Se conhecemos o eixo OL, conhecemos 0 vetor unitario

O b que indica a direcdo de OL. Se aplicarmos o produto escalar entre -P e ®
podemos obter o éangulo entre os dois vetores e, consequentemente, a projecao de

-b ao longo do eixo OL, dado por -P

-b 3D -b O sAI[O
-b D - AT[O
onde, |- AT[O - é a magnitude -P , com direcéo ® .
Logo, - -D B VY -

E o vetor completo:

o & b
Produto Vetorial 4—| |—>

Produto Escalar

-b G0 & B 06

Desta forma, a magnitude de -P pode ser expressa por:

-b -b 26

-b 0

& b



-b O &% O;®%& a8 O

O

R h& D Oﬁ 9. Oﬁ x B
00 v8 O pp O B

Como 109 | O AT [O , todos os produtos g§3h 82Bh oh AR P
serdonulos,eg® > B p. Logo,

07 05 O
P Or Op Op
& & &

E adirecdode - P édadapor: | -P

- b - Db

Onde G0 Op® OpP OpPIBé um vetor posicdo entre um ponto qualquer
ao longo do eixo OL e o ponto de aplicacao da forca &

Exemplo 2.4

&T p ¢ E8AOAR
I AADOAAIT

Determine a magnitude do momento que a forca &exerce em relagdo ao eixo y.

&

cH va of.
[5) 8 ¢ ofi
) -0 &
b4
DB - PAI D

~




- O vetor unitario ® éa Logo,

- -b @' vetor unitario do eixo

~

- o &
L .
E E E Cr Or O
- O 0 O 4% O Or O
& & & & & &

O vetor -b ¢ dado por:

D¢ ¢



2.5 Momento de um Binario

(EAABGMRED 8p T ¢
"AAOAAROGy TY
- AOBEAN B0 8u T

Duas forcas & e &, com mesmo mddulo, linhas de acédo paralelas e sentidos

opostos formam um binario.

Notem que a soma vetorial das forgas é nula: B& Tt

/

A rotagao de um volante
é efeito de um binario

7
(O

Portanto, ndo ocorre translagao ao longo de x
ou y. No entanto, este binario tende a rotacionar o
corpo. Podemos encontrar o valor do binario como a
soma dos momentos gerados pelas duas forcas em
relagdo a qualquer ponto arbitrario, mesmo fora do
corpo.

b O & O
b o &

dentro

Ou, em termos do vetor posi¢éo Oentre os pontos A e B:

-b & &




Desta forma, podemos observar que 0 momento de um binério ou binario
depende apenas da forca e das distancias entre os pontos de aplicacdo das forcas.

Onde: -b O®DOFIT

O\
an
—_
ol >
>
lm\
—_

Afdo ® dist©ncia perpendicular entra as | inh:

b &DA

O vetor UPsera perpendicular ao plano
contendo os dois vetores forca e neste
exemplo possui sentido para dentro do
guadro.

Binario equivalente
Se dois binarios produzem um momento de mesma magnitude e direcéo, estes

séo ditos equivalentes.
& A
- & A
Se - - O binérios equivalentes

Quanto menor a
distancia, mais forca €
exigida.




Representacdo de binéarios
Binarios sdo representados por vetores com um simbolo indicando a rotacao

do binério.

9 ; 5 2 \/1
2%/ /;%l $ . y
' l——“ - .
Y
2 %

Nota: Um momento binario ou simplesmente binario € um vetor que depende
apenas da distancia entre as forcas paralelas (mesma magnitude e sentidos
opostos) e causa 0 mesmo efeitao rotacional independente de onde o binario seja

aplicado no corpo rigido.

_"i-;"l i Em qualquer ponto deste corpo, 0 momento
resultante é:




Exemplo 2.5

&1 p & EBAoAA
Determine a resultante dos binarios atuando na viga

\H L GER Podemos resolver este problema de
‘ AloON maneira:
q \L G )2001\] A
A Jo.zm - Escz_:llar: obtendo a distancia
:: < perpendicular entre as for¢cas que formam
00k) . 200N 0s binarios.
, 2m 2 V;oo N - Vetorial: produto vetorial entre os
- =T vetores posicdo e forca. (Sendo fid o

distancia perpendicular).

D R

. - Onde A é a distancia perpendicular.
D &DA Perp

B-p P ) )
B-b 1tmnxP ¢ T ot B on B

-b xtT@B.d
DAGAT @i AT 1

Exemplo 2.6
" A AO A
3AT BIOKH
Determine as componentes do binario equivalente aos dois binarios.

b & &
-b qit ® p LB



g - opa

. y ﬁﬂ.'ﬁ‘ (ou resolve-se pelo determinante)
-¥, = 1508
H o 6 @

4 B -b iy ¢eu THOR p T

AN

z -p Cctvo g OB g
—~F ~
=P -b ctv B om

b ocm c@B.Jd

- Outra maneira de se obter -b g,

8 D 2 §
-b n Tl qu Tio @O p e p Mot (B
PTT T m

O momento resultante
-P -P -P g

-b og om cB.J

Y Andlise fisicamente de acordo com a regra da mao direita




2.6 Reducéao de um sistema de forcas e um binario
(EAABABMRBO 8p ¢ p

"AAOABOSGpcoO

- AOBAN A 0 @yy

E possivel reduzir ou simplificar um dado sistema de for¢as em um corpo rigido
sem alterar os efeitos externos em um dado ponto do corpo rigido.

Podemos  construir um  sistema
equivalente de forca e binario atuando apenas
no ponto fAOO0O, de t al man e i
translacdo e rotacdo n o pont o noOo ¢
idénticos ao efeito com o sistema original de
forcas e binarios,

Sistema equivalente de for¢a e binario
no ponto O.

onde B -P ¢ o0 somatorio vetorial dos momentos gerados pelas @ &forcas em

torno do -P=Ox & | i ®PB: -Pé a soma vetorial dos momentos dos
binarios.

Note que temos uma equivaléncia Unica para cada
ponto do corpo rigido, pois 0s vetores posicao bsao
alterados.

Pa“a oma %_(ga i SPGV%:

| 5 3l

> e ﬁ,: r‘X?|
L\

SISTEMAS .
CQUIVALENTES €M 70"




Exemplo 2.7
AOEAN &
3 AT BIOCAcH x

de

Determine um sistema equivalente
\%?5"‘ o 2, B &
50N ¢/ \“: b B -P B -P
&1» \?i : /..
\ 0.55m)
' ® i = (-50 + 500 -300 +200)
! | O35m
_ [ &y O L Bt
173 1 /
] =)
\) 200N
-D=Ox &= (&8O Al ) ¢
by mhvg Mo BQ va B Qumetr Tgd
o @ @ o e
By pg Q@ pmlt  pTE
-bj Yjvg pcl.d

Se

gui s®ssemos

um

si stema

equi val ent e

resultante, devemos garantir que essa forca, com vetor posicdo € exerca um
torno

momento -Pj

Vg p cRe m

-Dr  OO&;

Y pc® ouv RO

do

pont o

e pc® @ W BYovot

ov mU

AOo.

for-as

ao p



Exemplo 2.8

&1 ¢ &f BB oAA
Determine o sistema equivalente forca-bi n8r i o no

-b

h

Logo, U j

cuvte@pcu ouvmnU

@ Tdi:ux“UTdi;unl'

6=

Tio vex Tig L B

2,

-bD

i
H

= {'300_} . 'IE.O:S {.ZOORIM

450 RN
2, =@ &
& = o T p VOT ¢ LEL
-b, B -by B -EE
by O D& O 28
plvg 0 PP omgrpuemcuBt ¢ B@ 1 vk
ou
8 ) B a p B
-P pb ¢ p tmocg op
OMMPUTCTMT T T TUT

TTEl oo ¢ (B ¢ nBt p vgt 0 T W TIET

-b

h

puvat o x®.d

pont o

fi

00 .



Exemplo 2.9
Determine o sistema equivalente forca-bi n8r i o no ponto AAO.

Solicitacdes atuantes

& = cHE.

Precisamos determinar o vetor
unitario ao longo de &

® = oo B
b) £ = p 2
$ $C® Y
® = mwrt wxmvp

& =& B T Twt @y p @¢

& = ot p tw TRE.

Momento binério no ponto C: -P  possui apenas direcdo em z, com sentido
anti-horario, ou negativo segundo 0 eixo z. Logo,

-b = cREE

- Forga Resultante no ponto A:

&y =@ &
&, = ¢g ojwe plp @

i = ¢H Oojwo pw@RE.

- Momento Resultante no ponto A: -P j

Momento provocado Momento provocado
pela forga de 20 kN pela forca de 40 kN




Onde ® e ® sdo os vetores posicdo entre o ponto de andlise A e os pontos de

aplicacao das forcas. Logo:

5) Bl e® cg obp B

8 o B B ) B
o m n pt ¢ o P
CTMT T T oL plpu
c® ¢m ojwe XWwd ojwae ¢ wap

-b Toa tTtwREd




3. Equilibrio de Corpos Rigidos
" AkGhRO&pu

(EAABBARLD @ 0o
-AOBEMM B0 G Tw

Vimos anteriormente que um corpo rigido submetido a uma série de forcas e
momentos de binario podem ser reduzidos a apenas uma forgca concentrada & e um
binario - B0 em torno de um ponto O.

g | 8
i
L
&g’
I
a1

As condicdes necessarias e suficientes para o equilibrio de um corpo rigido séo
obtidas ao impor que:

& m b oM

Onde o ponto O pode ser tomado como qualquer ponto na estrutura. Logo,

B& R B-b ®

Decompondo cada forga e momento em termos das componentes cartesianas,
temos:

B& n B-b 11
B& m B-b 11
B& B-b 1

Notem que estamos assumindo forcas e momentos em corpos rigidos, ou seja,
eles permanecem rigidos e ndo se deformam ao serem submetidos a carregamentos.
Na pratica, para alguns materiais a deformacdo deve ser levada em consideragéo,
pois:

i Variacdo na direcao das forcas
i Variacdo dos vetores posicao




Para materiais rigidos (aco, concreto), os niveis de deformacdo sao baixos e
podemos desconsiderar esses dois efeitos.

Para aplicar as equacfes de equilibrio, devemos primeiramente identificar as
forcas que agem no corpo. Fazemos isso através do Diagrama de Corpo Livre (DCL),
onde isolamos o corpo e posicionamos as forgas externas (aplicadas e reativas) e os
momentos externos.

o}
C
oL a m

Realizar o DCL de um corpo é de fundamental
importancia para a resolucéo de problemas em
Mecénica.

3.1 Reacdes nos Vinculos em 2D

Vinculos sdo elementos que impedem o deslocamento de um ponto em um
elemento estrutural. Os vinculos ou apoios séo utilizados para conectar a estrutura do
solo ou a outros corpos, restringindo, assim, seus movimentos sob a agao de forgas.

As cargas tendem a mover a estrutura, mas os apoios impedem 0s movimentos
exercendo forcas opostas ou reag6es, mantendo assim as estruturas em equilibrio.

Um apoio que impede a translacdo de uma estrutura em determinada direcao
exerce uma forca de reacdo sobre a estrutura nesta direcdo. Do mesmo modo, um
apoio que impede a rotacdo da estrutura exerce um momento de reacdo sobre o
mesmo eixo.

Imagine esta lapiseira, podendo estar:

i1 apoiada: apenas reacao de forca vertical,

i articulada ou rotulada (por pinos), onde pode rotacionar livremente, mas possui
reacoes de forca horizontal e vertical;

1 engastada-livre: reacdes horizontais e verticais de for¢a e reacdo de momento,
pois a rotacao é impedida.

Os tipos de apoios ou vinculos normalmente utilizados em estruturas planas
serdo ilustrados a seguir.

Rolete, superficie lisa ou pino deslizante
Este € um vinculo também chamado de articulado movel, pois permite o giro,
assim como o deslocamento em uma direcao.

y 4
___} Apoio simples ou de 1° género

Iz




Aplicado em pontes rodoviarias, porticos, etc.

Sem liberagéo de translagéo horizontal, tensdes sdo adicionadas. Com os
apoios moveis, as dilatacdes ndo influenciam os pilares.

Simbolos ou Representacao:

E ou E ou
Aoy ey ﬁ?

Articulacdao, rotula ou pino

O vinculo que permite apenas 0 giro ou rotacdo relativa e impede os 2
movimentos de translagéo e denominado vinculo articulado fixo.

Aplicacoes:

1 Conexao viga-viga

ViGA
PRI NCPAL ,
A
| <
_ a8
viga pncipa | {Cfvﬂamira N \
(e ek ek
[ L 5 HECOMDAR:A

1 Conexao pilar-viga:

= =

} - ™ Rolete de ago: impede as
translagdes em x e emyy,
mas libera a rotagédo no

plano (x,y)




1 Simbolos ou Representacéo:

Engastamento ou apoio fixo (rebitada, parafusada, soldada, etc)

O engastamento perfeito leva a restricdo de todos os graus de liberdade da
estrutura no vinculo.

Para produzir uma condi¢cdo de engastamento na base de uma coluna de aco,
0 projetista deve especificar uma placa base de aco grossa, reforcada por parafusos
de ancoragem fortemente tensionados.

para Su 508 4de
antoragern

Observacao: se somente a alma
do perfil | estivesse fixa, a rotacao
estaria liberada.

Vista superior da ligagao:

Y Os parafusos de ancoragem das mesas d:i
da rotacéo.

Outras alternativas: soldagem ou aterramento

Também chamado de
apoio de 3° género.




H Simbolos ou Representagao:

= _}
AW

a Mo

H Reagdes com 3 Incognitas

Membro fixo deslizante sobre haste lisa

direcéo de

movimentacéo _ :

; ’ Eixo no qual o movimento de
. translacéo esta impedido

haste "lisa", sem
atrito e fixa nas
extremidades

—
™M — momento reativo devido ao impedimento
ou restricéo de rotacéo

Cabos ou hastes

N
N

7777

H Reagdo na diregdo do cabo com uma incégnita, sendo 2 com linha de acéo

conhecida.

Exemplos de DCL
-AOBA B OB YWY

1 Trelica plana

Tl

- S RB‘A
A
T\QS\ A TKAT Rﬁ')!

Os sentidos das reacfes na trelica sdo arbitrarios




i1 Viga engastada

i1 Bloco apoiado

Superficie IisaeA ~. Superficie rugosa Rox
-.._\..}m ﬁ -
By :
T T %x\.\\‘\ RB‘
& Rﬂy

3.2 Tipos de estrutura
Existem 3 tipos de estrutura quanto ao niamero de reagdes
Isoestatica
Quando o numero de reacfes é igual ao numero de equacdes de equilibrio

(problema estaticamente determinado).

R s 3reagdes e 3 equacdes de equilibrio
% (B- MB&MB&)

P“i Podemos determinar estas equacodes!

Hipoestatica

Quando o numero de reacdes é menor que o numero de equacgdes de equilibrio.
Neste caso, s6 ha impedimento de movimento vertical, a viga esta livre para mover-
se horizontalmente. Logo, sé ocorrera equilivrio se & 1L

)'1\ 3
—1 % 2 reacbes e 3 equacdes de
3 equilibrio



Hiperestatica

Quando o numero de reacdes é maior que o numero de equacdes de equilibrio.
Neste caso, ndo € possivel determinar as reacdes apenas com as 3 equacdes de
equilibrio. Chamamos este problema de estaticamente indeterminado.

E possivel resolver estes problemas utilizando
equacOes adicionais de deformacao/deflexao e inclinacao,
como sera visto em Resisténcia dos Materiais.

PRey

Exemplo 3.1
%apl OAAT EI
Calcule as reacdes nos apoios da viga simplesmente apoiada.

100N
k! ‘ - - -
&0%“\ ‘l’ \'/ con Realizamos, primeiramente, o DCL da
A {\_( - | B viga AB, isolando-a e identificando as forcas
“os .05m )J ,Sjlm agindo sobre ela.
0,5

Note que em B temos somente 2  (restricao de
movimento na direcdo vertical), pois a viga pode girar e
transladar totalmente em B. O mesmo aconteceria caso
0 ponto B da viga estivesse apoiado em uma superficie
sem atrito.

Este é um problema estaticamente determinado, pois é uma viga isostatica: 3
reacoes.

Aplicando as equacdes de equilibrio:

B&d 1 2 Ax L

N&o existe for¢a horizontal para ocorrer alguma resisténcia.

B&U 1

("B& ™
2 pPTTP QT2 T

2 2 C QT

Uma equacéo e duas variaveis!

Devemos realizar o somatdrio de momentos em torno de um ponto especifico,



de preferéncia o ponto com maior niumero de reacdes ou forcas.

v B-a Tt

¢
CUUPTNP pePh 2 I n
2 XM
Substituindo 2 em (l): 2 p T

Obs.: Qual o significado do sinal negativo? Indica que o sentido da for¢a atua
no sentido oposto ao estabelecido.

Método para checar o resultado
v B- T
2 XX c¢mnmpndPpm podtv
CMCMUMUMPMMIYT T
Ok!

Exemplo 3.2
%AKN EAAAGNAD
Determine as componentes da reagéo no ponto A
DCL

Re
<) i ~ ro
i) 05 _?7_\;@’ Ry
\ - » > X oo Qg'*
’%ﬁ” . .
/ 3N ' g > ‘Q
\/\\ \L Yon. 0 M%J Qort-m
oA F\/
Gon) 60onJ

Aplicando as equaces de equilibrio:
© B& m€C OAdn® 2 )

WBg& mn C Aiddn® 2 T M) )

v B- nC 2 Jixv pIpTM WM T

2 CTIt

Problema estaticamente determinado.

[H Substituindo 2  em (l):

OAdmIX mm?2 Tt 5




I'H Substituindo 2 em (ll):

ATdOnx mm2 QT T

2 o0

Exemplo 3.3
%n@ah AOEAA &

Determine a magnitude da tra¢éo no cabo e da forca no pino A. Considere uma
viga com massa de 95 kg por metro de comprimento.

DCL.
3
T DCL da viga AB: sempre
CA & recomenda-vel realizar o
Qt 25" Rox A 2 DLC do membro sujeito
b o) ? —1 B aos carregamentos exter-
| nos!
Jiwy Ry V' F
lown =
M. ,‘
0 wa&wp
0 1 ¢ hw

o B& mC Al O&v 2 )
WB& m COAdur 2 prt tho L WYTT ) )
v B- nC 2 OAT &uv p 1t thyp L WY

4 ¢y

Ponto com mais incégnitas

I'H A forga total atuando no pino é:

-

P P ¢m v qixp
Ray

H Substituindo Tem ) e ) )

R

(5/

N

SIL. N
X
_<

Y vlo @
¢ o




Exemplo 3.4
Calcule as reacdes nos apoios da viga:

Este é um problema de articulagdo, onde devemos fazer o DLC de cada corpo e
colocar as forcas no pino articulado. Por acdo e reacao as forcas devem atuar em
sentidos opostos, pois ndo ha forca externa em B.

- Barra AB

u B- nC 2 & p® ™

"B& 1 C2 pu 2 Tt

© B& nC 2 2 m) )

Substituindo 2 em ) )

2 p tw+ .

- BarraBC
u B- nCZ a 2 & m)

WB& m C 2 2 Tt

2 p TH .

Logo, substituindo 2 em ) .




3.3 Membros de duas forcas

Um caso muito comum, na pratica sdo corpos rigidos submetidos a (apenas) 2
forcas. Neste caso, para satisfazer as equacdes de equilibrio (B& 1) e (B- ® ),
as duas forcas devem ter o mesmo modulo, direcdo ou linha de acdo e sentidos
opostos.

R Observe que no exemplo anterior a forga resultante
. no ponto C: 2 2 2 éopostaa 2 2 2
-
LW
: Consequéncia das equacdes
2 de equilibrio!
ki ~
Exemplo 3.5

&uv th EAAAAD
Determine as componentes da reagdo em A.

100M
2oo N
Im %tg;r
\ 1:54000\-‘

E sempre recomendavel realizar o equilibrio dos momentos primeiro e em torno
do ponto com maior nimero de incognitas.

u B- Tt
- ¢cnnAl Opnd cmnAal Opnd cnAl Opnd
OAT am@Al Ownd Al OamAT orin

- cwmnd

0O B& mnCAIl O&mt2 Tt
2 oT O
"B& m C2 og nnOATlBmnm

2 Y 1T It




3.4 Reacdes nos vinculos em 3D

Para problemas em 3D devemos satisfazer as condi¢cdes de equilibrio nos 3 eixos
coordenados:

B&@ m B-@ mn % =2
y Pz
B&U 1 B-U m
-
B&U m B-U n 2 x M,

Portanto, os vinculos de uma estrutura devem ser analisados nas 3 dimensdes.

1 Apoios esféricos, superficie lisa (sem atrito) e cabos impedem a translagcédo em
apenas uma Unica direcao.

y ), c,zsbo awplado
f L 2 haste
I
|
———— X // /'_‘-_’
2 s 'T\R, 'T‘?r ,2'

1 Roletes sobre superficie lisa, rodas sobre trilho impedem a translacédo em 2
direcdes.

7 /.‘t\«\hp aO\m‘E’? de X

W 4 'T‘Rv

2 %

9 Superficie rugosa e junta esférica ou rotula restringe as transalacfes nas 3
direcdes.




i Apoio fixo ou engastamento (restricdes de translagcdes e momento).

i1 Dobradicas e mancais: Restringem translagcées e momentos dependendo da
configuracéo.

$m

Ry

(">
*Rt Rx

- Pode transladar e rotacionar sem resisténcia ao longo de x.

- Mancais de deslizamento com anel de bloqueio: visa bloquear o deslocamento
axial do eixo. Logo, possibilita apenas rotacionar ao longo do eixo x.

- Dobradicas seguem 0 mesmo principio.

Estabeleca as reacoes do exemplo a seguir:




Exemplo 3.6
( EAAAOAD
%Al ed b
A haste AB esta sujeita a uma for¢ca de 200 N no ponto C. Determine as reacdes
da junta esférica A e as tensfes nos cabos BD e BE.

- Diagrama de corpo livre
(5 variaveis)

- Vista plano (x,z)




- Abordagem escalar:

po B& mC4 2 T

¢ “B& m(C2 CTTT

oca B& mnC4 2 Tt

nCrv X, mngH

—
09)
1
=2

nCp A

C
vy}
1
=2

¢A

nC ¢mPp ¢t

S
v9)
=

1) 2
@) 2
3) 2
mt 4) 4

13 () 4

L, (6) 4

Verificacdo dos resultados no Ponto B

X B-  m

- Abordagem vetorial:

C ¢matv p2

B - L

(0% T

O @ O @ OQ c¢cnn ™

O O4E 43 OQ ¢mm ™

Ga ¢ pED4

MEG ¢nn

~

¢ THT p g8

E 4a pap
p B g b
¢ P top P
n 4 M CTTT
C4E c4 +
¢ pnmm
4 ¢4 ™
¢ CTTT

Tt



Exemplo 3.7
( EAAAOMAD
001 Al&Ai pAg
Determine as componentes de reacao que o mancal A e o cabo BC exercem
na haste.
]

- DCL da haste

- Abordagem escalar

pa B& mQ2 T

¢ W B& mCm m 4 & m
o YB& mG2 yYym 4 m 4 1m
vWB- 5 mC yBph
Substituindo 4 na equagéo (3) 4 & ™
2 pgm 4 T
2 1m @ 4 -5 mMC-f T




- Abordagem Vetorial

B - nC - A - ;E O @ yYIE O @4 LS
B b» B B p B
- %8 - RE p @ WM *t o @ WM W
m n Yym T T4
- Ra - rE TyaE pqm @4 g o4 n

Logo,aC- T YT @4 T

C pgmaod  m 4 Tm
EC|- s ™ \

Substituindo na express&o gD

- T YTMTOE T T

- R ¢ T ILm

A somatéria dos momentos em torno do ponto B pode ser aplicada para a
verificacdo das reacdes encontradas.

Exemplo 3.8
- AOEANA &
%o Al 68 1
Considere uma estrutura suportada por uma junta esférica em A, por um cabo
CD no ponto D e um mancal sem atrito no eixo X no ponto B (desconsidere os
moment os em B) . Determine a tra-«o no

Variaveis:
4 4 O
& )
O s
~ h
O h
4 8h 3 8 8 &

cabo

e



Abordagem escalar:

pW B& mcC2 C ;h
¢ "B& m¢2 —= 2
oca B& mC2 —° 2
T B- 5 nC—"ap
VB- + mCcah 2 &h
T Av 4 chy & .

2 T p & .
P 2 ot 1€
o 2 plg &

4, 0

¢B- 5 mC ¢8 ﬁgﬁ
Observe que 4 8J &;
pC |2 Tht (&£ .
¢ C |2 ph ¢ .

- Vista plano (y,z)

Vista auxiliar para os momentos em torno de x

8h

& 2 & n

&

g 2 &l m

nao gera momento aqui pois passa pelo eixo z.



- Vista plano (y,x)

7 1 2xn 1292
‘— :l
T
s ,T Foy

6m |
R in'“li
L= '

Ree @ 'f‘m )

Vista auxiliar para os momentos em torno de z

v

- Abordagem vetorial

Podemos determinar o momento de 4 em relac&o ao eixo que passa por A e
B. Desta forma, teremos apenas 4 como incognita.

B - )

& CE.e4 exercem momento

o) —= Hv O T[qu Ty
s s h

O ¢ chE

O ¢ oE

- R O @¢a 80
Or O Or O O Oy
B- ; Op O Or + O Op Op T

4 5 4 5 4 5 C Tt Tt

My T T g gy oo

Tt (0) b

s v Gt Mmoo chom

R R R ¢ m mn

! . chst o34




Agora podemos aplicar as equacdes de equilibrio 3D para determinarmos as
reacoes em A e em B.

[O@ca+[0@4 +[0 @2 Tt

8 p B 8 b = B b 2
™ @ cﬁu + i T () o + THD Q nm =0
C T T —584 —584- —584- Tt 2 2

h
v pel+[—=8 8 —8 b —8& B —8 a]+
+[ 928 hh2 B thh2s n
aCket B 92y=0

. i -
C (p—ﬁp84#$ v Th 2 T

2 Tt p K.




4 Analise de estruturas

4.1 Analise de Trelicas Estaticamente
Determinadas

Trelica € uma estrutura reticulada - constituida por barras ou elementos
retilineos i conectados por juntas ou nés localizados nas extremidades de cada
elemento. Os elementos construtivos normalmente séo:

I Barras de madeira
I Barras de metal
i Dispositivos de ligacao

As juncgdes ou ligacdes entre os membros sdo usualmente formadas por:

1 Rebites ou soldagem das extremidades dos membros em placas de ligagao
(Gusset Plate)

Ou simplesmente através de parafusos ou pinos conectados diretamente nas
extremidades dos membros.

= =

MonTavries barvas de coda

e ; T
T Lbav\"as ’J/ bastas de 1/‘ i .
dizorans¥  cordd) mieaor 0BG A
[banzo mieror]

Trelicas de cobertura/Telhado

Normalmente utilizadas como parte de estruturas de constru¢des industriais:
galpbes, hangares, etc.

O carregamento do telhado é transmitido a trelica através das ligagcdes com as
tercas. A forca transmitida engloba cargas permanentes e cargas acidentais ou
variaveis como vento, sismo, neve, sobre cargas adicionais T estimadas por norma.



Embora a maior parte das trelicas possam ser analisadas como trelicas planas
(em 2 dimensdes), existem sistemas como torres de transmissao e cupulas (dome)
trelicas que ndo podem ser tratados como problemas planos, devido a forma, arranjo
dos membros e aplicacao de carregamentos.

Trelicas de Ponte

Em pontes trelicadas, o carregamento principal é transmitido do piso ou
tabuleiro para as longarinas, que transmitem para as vigas de piso e, finalmente, para
as trelicas através das placas de ligacdes. Embora as trelicas sejam muito rigidas em
seu proprio plano, sdo muito flexiveis fora dele e precisdo ser reforcadas ou
contraventadas para terem estabilidade. Como s&o normalmente utilizadas em pares
ou espacadas lado a lado, é possivel conectar varias trelicas para formar uma
estrutura tipo caixa rigida.

viea Tromngoue~xea)




Andlise de Trelicas

Uma trelica estd completamente analisada quando a magnitude e o
comportamento (tragdo ou compressao) de todas as for¢as das barras e reacdes sao
determinadas.

i Célculo das reacfes: aplica-se as equacdes de equilibrio para a estrutura
inteira como corpo rigido;
1 Célculo das forcas internas das barras: é baseada em 3 suposicdes:

- As barras sao retas e s6 transmitem carga axial:

Essa suposicao também implica que desprezamos o peso da propria barra. Se
0 peso for significativo, podemos aproximar seu efeito aplicando metade dele como
uma carga concentrada nos nds em cada extremidade da barra.

- Os membros sédo conectados nos nds por pinos sem atrito:

Isto é, nenhum pode ser transferido entre a extremidade de uma barra e o no
no qual ela se conecta.

- As cargas séo aplicadas somente entre 0s nos.

Diagrama de corpo |livre do n- ou junt a

o



As barras podem estra sob tragdo ou sob compressdo. Se a barra estad sob
tracdo, as focas axias nas suas extremidades atuam para fora e tendem a alongar a
barra. Caso esteja sob compresséo, as forgcas atuam para dentro e comprimem a
barra.

Estaticidade de Trelicas
Uma trelica, assim como qualquer estrutura, pode ser hipoestética, isoestatica
ou hiperestatica. As incognitas para a determinacéo da estaticidade séo:

1 dr=numero de reacdes de apoio
1 db=namero de barras (nUmero de esfor¢des internos a determinar)
1 d=ndmero de nds ou juntas

Compara-se (dr+db) com 2.n onde (dr+db) estd associado ao numero de
incognitas e (2.n) ao numero total de equacdes de equilibrio para todos os nés
(incluindo os noés de apoios). Observe que cada né nos da 2 equacdes de equilibrio
translacional: © B& @ m e YB&U mpara problemas planos. Podemos ter trés
casos:

1 dr+db<2.n- Trelica hipoestatica*: instavel.
1 dr+db=2.n- Trelica isoestatica**
1 dr+db>2.nT Trelica hiperestatica**

/\ Observe neste caso que dr=3,dp=5e d=4. No
entanto, como esta estrutura possui nos
deslocaveis, € uma trelica hipoestética.
?eﬁj' T RWT Rﬂf

*Ou condi¢cdo ndo restringida, com nds deslocéaveis.
** Caso esteja em equilibrio estavel T restringida, com nés indeslocaveis.

- Métodos de obtencao de Esforcos Internos para Trelicas
1 Método dos Nos
1 Meétodo das Secdes (Ritter)
1 Meétodo de Cremona (ndo veremos)
1 Métodos Numéricos (Método dos Elementos Finitos)



4.2 Método dos nés

Uma vez que a trelica esta em equilibrio estatico, as equacdes de equilibrio

B& mnAB-P 1 devem ser validas para a trelica interna e para qualquer no
separadamente.

B ?‘Aa Z.JFK';Ol
A N C fax A ol ZF)?O
‘[T o EB3=D L L]

a0,

7 1™ e R
4 pwor _ 46 ‘ eé"
B . %

Notem que a convencao do sentido de uma dada forca de ser mantida em uma
mesma barra (i.e & é tracdo no ponto A e B).

Casos especiais
Consequéncia das condi¢c8es de equilibrio.

- N6 que interliga 4 barras, com duas retas que se interceptam:
¥ CA FaL °
»® B A Fac
/o = 3 é I Z! & &

- NO que interliga 3 barras e suporta uma carga P na direcdo de uma das barras:

R o
Ro

B& mnC& 1




Exemplo 4.1
"AROGANB O &p
Determine as forgas internas em cada membro da trelica.

DeL da kg

) € R
J’ ")
84K
Rex
H Calculo das rea¢bes nos apoios:
0O B& mC 2 2 nC 2 T (E .
WB& mC Yt 2 nC 2 TR{=

u B- nCPtw 2 Ot pkuv nC 2 T .

H Balangonono C

OAl - | odbxJ
¥es .* ¥ea

:\“.‘,.-D [ © B& mC OfI® 2 T
.‘1‘ {,;R{# & - & l.|JT[

WB& mCAT|IO® & Tt

& AT, 0%

& @ 1E .

Para determinarmos a forga interna na barra BA, podemos realizar o balanco
na juncéo B ou A.



 Balango no n6 B

[ pYnmb @l wn uvipod
Fea

8 h
e — g
Bl k) NT-‘ o B& m C AT Al &x Tt
[
& & O0— & v E.
Exemplo 4.2
& @ v ( EA AAINBO
Determine as forcas axiais de cada membro da trelica pelo método dos nés.
MB& U m
Re 3 FELT . -
715 e 3.0 . Vo2 c nC 2 TE.
?\ \@z\n "u":'zm '-‘d. O'.
1.5 el 3
52\ o) - 45m u B- n¢2 ph ot
RAx A & ..
2 TE.
Para conferir. y B- T °© B&@ m(C2 2 LA
og ph2 T 2 TE
2 TE.
H Balangco n6 C
O B&@ m
& AITK 6 nC & T




b Balangco non6 D

;-' .&3“;, 4 & T
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Teo., R Teoz0 ou

Foo & oE. A
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Exemplo 4.3
- AOEANA &
O AT B 1
Determine a forga axial em cada membro da trelica pelo método dos nos.
Primeiramente, desenhamos o DCL da trelica e determinamos as rea¢des nos
apoios através das condi¢des de equilibrio.

) °© B&@ m
G2 AT OTHM 1
) “B&U m
C omgm 2 oM 1
u B- Tt

Compngrv v4d




b Balango no n6 A

8«
ﬁ:

Substituindo (T) em (1) € |2 v

,*" 4 Fag, Carbticavio)
A
\ BN, " Substituindo (T) em (2) | 2 p TE .

30K

"B&U mC onm OKJdm IR Tt

& oty €.

o B&@ nC AT¢@n® & Tt
& ATq@ndo fpt

& pWwE.

b Balanco no no6 B (ndo ha forga externa)

MB& U T

AloOt R onmJAT Oc&rJ ™

& o tp 1E
°© B&@ n
OBl & & T
& o tp 1€
H Balango non6 C
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OEGpmI; OBPmMIPyg ¢ T
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4.3 Método das secOes
( BBAoNBO @ T

" ADONRO & Y
-ADcABOD YY

O método dos nés é mais eficiente quando as forgas internas em todos os
membros devem ser calculadas.

Caso apenas uma ou poucas barras necessitem ser analisadas, ou quando as
direcGes sdo obliquas e o numero de barras por conexao € muito alto, 0 método das
secoes se torna mais eficiente.

Este método € baseado no principio que tanto a trelica como um todo esta em
equilibrio estatico (n&o translada nem rotacional), quanto qualquer por¢do da mesma.

Por exemplo, nesta trelica, para determinarmos & , deveriamos realizar pelo
menos trés balanc¢os de nos.

. ;a-a
/5/ \ %
5D

A fof ¢
'97«( -b ‘
“TT‘ :
Pelo método das sec¢des podemos tracar a secdo passando pela barra que
estamos interessados e aplicar as condic¢des de equilibrio B& tmeB-P  11Nn0 Ccorpo

segmentado.
1 A somatoéria dos momentos em torno do ponto B leva a determinacéo direta de

Fer.
1 A soma das forcas verticais permite a determinacao direta de Fgr




Mostre como calcular diretamente:

& O  B-
& O WB&
& O |, B-

Exemplo 4.4

& o p il E3ACAA
Determine as forcas nos membros EF, CF e BC

Célculo das reacbes

u B- T
Oy onP g 2 PpyY m
2 OTUIT
nB& Tt
OTITMOTITT2 2 T
2 OTTT

Poderiamos ter chegado na mesma conclusao
por causa da simetria carregamento/geometria.

- Secao a-a
u B- Tt

2 % & 00BIMIp n

& @ mnouU & Qmm#

NB& Tt

OEgn& Obimd onm2 Tt

& otlpp 4




- Verificagao dos resultados

& ZE onw 2 w T

& D0 DAmNMI o onmIw 1

& ocotlpp 4

Exemplo 4.5
- AOEAM &0 o o
Determine a forca interna da barra BE.

Calculo das reacdes

6KN © B& mCep v 1 2 T

u

2

pE.

B -

nC2

2

=

T

VI ey ™

Q
\\N
Rey o B- nC 2 o 13X v ¢ 1

e 2 ¢ v E
ot 2 il T
L 06 OAT -Qr &




- Secao a-a
Devemos buscar equagfes de equilibrio que cancelem o maior nimero possivel
de incognitas. Duas op¢des onde temos uma equagao e apenas uma variavel sao:

- Opcéo 1l
(uB- mo & )

u B- nC& X 2 4 2 o T

OFI® X pux (@ ™
& p Gk .

& vhpE . 4
- Opcéo 2
(uB- mo & )
u B- nmCtx 2 2 2 b & ;31 & 0 1

PepWp cwaw A& O m

& VIWE . 4

- Caso fosse necessario
(u B- no & )

wB- mC & 2 Pp 2 X T

& G




Exemplo 4.6
"AAMOANBO @

Determine as forgas nos membros CF, EF e EG.

260 AoVl 4] | BEN 2\“1, 250 \l, 1kN \1'
6‘1’ ‘l’D ‘1’ ‘LG« n S L
o) . .

\)| .

-] NN Z

A ! RK,(

l
T“oam i 08 | °,8v"\ osm 0B o.em 4\
Ruey

- Célculo das reagbes

u B- T

¢atp ¢Pplp oOdch tOokk 1Ot ¢Othy 2 Othh =

2 piwE.

u B- Tt

TOmp tOphp oOch ¢Oolt ¢Otht pOthh 2 Jthy 1

2 XE .

- Verificando asreagbes: v B& 1
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2 2 o Ut .




- Secao a-a
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4.4 Estruturas e Maquinas
-AoBAM Ao & T
"ASOAAO8T T

Vimos que uma trelica se caracteriza por um conjunto de barras conectadas
por nos nas extremidades de cada elemento e forgas aplicadas somente nos nés. Uma
estrutura possui pelo menos um membro que suporta mais de uma forga.

1 Estruturas: Séo designadas para suportar carregamentos e sdo normalmente
fixas em algumas posicdes (Meriam, p204).
1 Maquinas: Sdo estruturas que contém partes moveis e sdo designadas a
transmitir forcas ou binarios. Exemplo: Guindaste.
Como nesses dois casos nds temos membros com mais de duas for¢as, nao
podemos analisa-los pelos dois métodos vistos em trelicas, pois V(x) e M(x) ocorrem.
Ja& estudamos o equilibrio de corpos rigidos, onde analisamos um Unico corpo.
Nessa secédo, analisaremos um conjunto de corpos rigidos interconectados.




As forcas atuando em cada membro sdo encontradas ao isolar o membro e ao
impor as equacdes de equilibrio no DCL do mesmo.

O DCL do guindaste inteiro é:

3 variaveis e 3 equacoes

—ﬁ“ de equilibrio )
PY noplano, © B&, " B&h

B-

‘RA:,!

DCL separadamente:

o AT s y AL f  Podemos encontrar todas as
Foe forcas aplicando as equacdes de
G F equilibrio em cada membro.

- G
‘f» s Fac T‘, Foe
VP
Exemplo 4.7
"AOhA
oAl @& i

Determine as for¢cas agindo em cada uma das barras

- Estrutura inteira

u B- Tt n B& Tt

ch ohp 2 Oy m 2 2 ch m

2 php E v 2 Ty E .1
&U nC Y Tt

3 variaveis e 3
equacoes de equilibrio!



Barra BF Barra CE Barra CA

Fa-‘. R End
LY
B D __Jp
il Ra

- Na barra BF

u

2

2

- Nabarra CE
B- L
A 2 X 2 afp ¢

I ppxhp T

2

ofp E . 2 php E .




Exemplo 4.8
- AOBAM &To
3AI BIOA Al Ali
Calcule as componentes horizontal e vertical de todas as for¢cas de todos os

membros
Roy A 3m 2m - Estrutura inteira:
T MR I ' A
N Rox B- ngc 2 » 0w =
TR i
150 ] m—) -
05m "1 GE - —£0 BSsA 2 rome
450 ] 5 - “WB& m¢C 2 0 m
° : 2 OWwdaT
450 \ X
o 1Y b e
A Rax Vp o B& nC |2 T ot

2 OWCT e 2 OWwGeT
- Na barra CF
W B& Tt u B- T
2 2 & m 2 1 & ™
2 COpo@ 2 gutm

Ainda néo é possivel determinar Rcx € Rex.



- Na barra BE

Esta € uma barra especial, com somente duas for¢as nas extremidades,
onde as for¢as devem se anular. Logo 2 b 2b

Rex OAIl — C OA| (pUTQFE
~ . . plv
1] OAIl—
o
2 pomyTm
Rﬂ?‘ 2 pomtypR QULTT
Da barra CF, temos que 2 0O 2
Logo: 2 WP L.
- Nabarra
Rox_ 1 D7
Lo 8
Rey Rex
'-'?.wj_
R
Ay P

Sorsab R ©
g Svso exextem nas
bactas CF e AD

26160 JLWJ(} / J



Exemplo 4.9
(EAAAOARBOO0 B0
Determine as reacdes nos suportes

- Estrutura inteira

N ASKN)
o E F ;
an o) +C o) u B n
(:a\
\ X<\ _ Tm T
Q,,\GmH%w oo TRey puwy p p (@
- — ~
\'32}/“ TU puW px pYor m
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- Na barra EF
RE‘j‘ F
> u  B- T O B& 1 n B&
2 T 5 -
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Na barra BE
u B- Tt W B& T
2 O pux T 2 pu 2 2 m
2 X E . 2 XWE .
O B& 1t 2 2 T
MA Ron A B
@:‘;&’ - Nabarra AB
] ’ Tﬂa’ B- T W B& Tt 0O B&
2 QJp - T 2 2 T
2 X E 2 Tt - T&E.Jd




5 Diagrama de forcas axiais, cortante e de momentos
(Hibbeler, Arcanjo)

As vigas representam um dos elementos mais comuns encontrados em

estruturas.
Séo elementos projetados para suportar carregamentos transversais ou
perpendiculares ao seu eixo longitudinal, mas suportam também cargas axiais.

1

& R

Trés tipos de esforgos internos podem ser desenvolvidos:

M )
i Esforco ou for¢a cortante 6 @. Pe
1 Momento fletor - @. %

1 Carga axial 0 @8 V(x) Vix)

Quando uma viga é carregada perpendicularmente ao seu eixo
longitudinal, esforgos internos na forma de uma forca cortante 6 & e - @ sao
desenvolvidos (internamente) na viga e transmitidos aos apoios ou vinculos.

Caso exista alguma parcela de forca horizontal (paralela a viga), cargas axiais
séo desenvolvidas e também transmitidas aos apoios. Se a for¢a axial 0 @ € pequena
- situacao tipica para a maioria das vigas -, pode ser desprezada ao se projetar a peca.

Para projetar uma viga (secao/perfil e material), o projetista deve construir os
diagramas de esforgos internos [0 &, 6 @ e - O] para determinar o local (ao longo
de x) e a magnitude dos valores maximos destes esforc¢os.

AN Pox) T 1 T2 f
P! I ‘// ! P S A, A 8 <
- -t —— / .- L- \\ | ;l ; L] a C
/ | SN N ' T F g
‘b e [, & T T = =T , 1
P T1 ""TZ = T5 h—r {
-Ta T2 | LS |

Existem casos onde é simples observar onde os esfor¢cos internos sao
méaximos. No exemplo a esquerda temos uma barra carregada axialmente onde 0 &
é constante ao longo de x. A direita, um eixo submetido & torques (momentos
concentrados), onde o trecho BC possui um torque interno maximo constante.



No entanto para a maior parte das
c r 2 t oeuanais swlicitados internamente exige a avaliacdo das funcdes os esforcos
internos.

Nota:
T 7 @ carregamento distribuido
1 (weight) triangularmente.
M4 - : momento binario ou momento
2 | concentrado.

AW HOR

Neste caso, que apresenta apenas 6 @ e - @, onde os esforgos internos séo
maximos?

Para se responder a esta pergunta devemos construir diagramas ou graficos
com as expressbes 0 @, 6 & e - @ ao longo de todo o comprimento L da viga.
Assim, podemos encontrar o(s) ponto(s) de maximo(s) ou ponto(s) critico(s) onde 0 ,
6 y e- |y séodesenvolvidos.

Com essas informacoes, o projetista pode dimensionar a viga, escolhendo um
perfil e material adequado, conforme recomendacdes definidas por norma, ou definir
onde a viga deve ser reforcada ou como dimensionar varias secdes transversais ao
longo de seu comprimento.

Na pratica, para a maior parte das vigas, o dimensionamento € dado pela
magnitude do maximo momento: - . A ndo ser que:

WI(K)

estr

1T Se anali se vigas Astubbyo (curta e

comprimento e, ou;
{ solicitadas com altas cargas proximas aos apoios.
Nestas situagdes, o cisalhnamento gerado pelo esfor¢o cortante pode ser o fator
dominante de projeto.
Existem 2 métodos para a construcdo dos diagramas:

a) Método das se¢bes ou método direto.
1 Baseado nas equacdes de equilibrio estatico.
b) Método do somatoério.

{1 Baseado nas reagdes infinitesimais entre os esforgos internos e entre
6de7 O.

5.1 Método das secOes ou metodo direto

O método das secdes consiste na aplicacdo das equacdes de equilibrio no
plano (x,y):© t& TmWt& Ty t- T, para cada sec¢édo da viga. As segdes de
uma viga séo caracterizadas por descontinuidades de carregamentos: aplicados ou
reativos e extremidade geométrica de um elemento.

Por descontinuidade temos:

Inicio ou término de um carregamento distribuido 7 @
Forga concentrada (aplicada/ativa)

Momento concentrado ou momento binario (aplicado/ativo)
Forgca ou momento reativo, devido aos apoios
Extremidades da geometria ao longo de x

E



Assim, as funcbes ou expressdes dos esforgos internos 0 9, 6 J e - @
devem ser determinadas para cada regiao ou secéo da viga - definidas anteriormente,

entre as descontinuidades.

, Wy(R) -
'6‘ I B ] M"I. ¢ 4
L] ik D ‘. G'
1 ¢ . LN | . [ +RGN
&= F 8w

No exemplo acima temos 6 regides ou sec¢des: AB, BC, CD, DE, EF e FG, onde
em cada regido os esforcos sédo descritos por fungdes independentes. Logo, faremos

um total de 6 andalises.

Para a regido AB:

' Mg Mag | My f Fazemos um corte e
Ao ) E’/frrc D & o Rex isolamos  ou o lado
i:% ;k:) G:j‘i . Jome m esquerdo (mais facil) ou o
[ Vi Vol 4 % N lado direito da viga.

5 . "\Rw 4\‘361 1 A coordenada Gy, que
—— e descreve a fungcdo na
[o€ % < tm [osxa<4m| Maneira mais facil. secdo (entre A e B, ou B

e A) é arbitraria.
_ 1 Como resultado teremos
3 Outro caminho para calcular esta 0. h

m Xz XA | > | parte do trecho AB é fazendo 6 I

variando entre 0 e 4 m, mas 6,-qh,-q.
sendo valido somente entre 3 e 4
Para a regido BC:
: . W) .
Amy 'l!.!LlCT\] y H%'UJ;EQ Mq. 1 .
Al BAY RN c D § Rax
{ﬂ i—-) "&fz ) 1>
=t Wl L R P &
ec 1
] A, Mo

No caso de uma sec¢do contendo um carregamento distribuido triangular,
observe que, ao tracar uma secédo entre os pontos B e C, o lado esquerdo mantém
um carregamento distribuido triangular com altura 7 @ (menor ou igual a 7 @),
enquanto o trecho seccionado da direita (mais trabalhoso) mantém um carregamento

distribuido trapezoidal.

Se fizermos as analises de ambos os lados, chegamos a expressdes

0 P Qe-

@ distintas. No entanto estas expressoes, quando plotadas nos



diagramas com as coordenadas adequadas (J ou @), apresentardo oS menores
valores.

Observe que 7 @ pode ser escrito em termos de 7 @ e a coordenada que
define a se¢éo, &, através de semelhanca de triangulos:

WK
wq(’() /l’l/: =l

A 8 ’: ‘l_' ) w\(%) = ’bu(’/*) " ’bu‘(ﬁ) = ’1){_)()(). X3
ﬂ‘_ e Y & > = 2
X2 1 — & -
| ‘ ¢ 2 ' |O<X—.’> < 3“’1' Para este ex o
e:a\:ac,(gx"c',o

Procedimento de analise:

9 Célculo das reacdes nos apoios: aplicacao das equacdes de equilibrio
na estrutura completa.

1 Definicdo das secdes e aplicacdo das equacdes de equilibrio para cada
trecho (esquerdo ou direito): desta forma, encontra-se as fungcdes que
descrevem os esforcos internos 06 e - para cada secéo i.

| Construcéo dos diagramas 0 @6 @ e- @.

Exemplo 5.1
I OAAI EI
AT el 1
Construa os diagramas de 0 @, 6 @ e - Jpara a viga sem peso e indique 0s
valores maximos de 0, 6 e - e onde eles ocorrem.

- Calculo das reagdes:

| |
P<" . w - 1 ORIMBDOV 2, Ppm T
A 52460"' & —
94 - ' X 2 ¢pob.

E:
P

[ BN ﬂ-n---
3
PN
£

2  chpoh.

o & 12 g ATt mmm

e . 2 hE .
- Definicdo das secdes e ¢
calculos dos esforcos internos
Secao AB
BKN Lado esquerdo para [ 8 vl
Hﬁg m#& ' q p | |

© B& mnCo 2 Tt

0 ¢l E . (n&o varia com 8 )




°© B& m(C2 6 n 6 ¢lp @ B . (ndo varia com

uwB- m¢C 6 B - | - 6 B ¢lp @ B (variacom8)

- refere-se ao momento
em relagcdo ao ponto no

corte.
SecdoBCpara |m 8 vl |
Mec I* © B& nC O T 0
v‘; mB& méC6 2 m 6 ¢p o
"X
E z R\r:.}*
. B-  nc¢ - 2 B nl - cip ¢ BB
Lado direito para [t 8 vl |
o B& nm¢ 0 Aighy n 0 ChE.
© B& mn¢6 OAdgia 2 T 6 cpok.
6 1o o michp o v
uw B- n¢ OAgams8 2 8 v - Tt

- cpp8 v Ttlvos
- cpe8 pipcu

- Construcao dos diagramas

Pex)
od]  wolo Vix) T
4 2)1o fr——
A .\;_..\:B I & \\.:P\ JIIB o
-2,5-;—-—& A LosU R
4 Ea ]
e X 206 do o o —] M%)
IR
- @ m cpoedt T Pontos criticos:
- @ v cpow phpcB d Trecho AB: méaxima carga axial.
Trechos AB e BC: méaximo
Neste caso, temos & crescendo da esquerda cortante.

para a direita, e:

- @ m  cpodt plcuptich d 5 3 ol b
, c |
- 2 v dpem pRcum TS TY i




200N

Exemplo 5.2
(EAAANARO & x 5
Construa os diagramas de 0 JH6 @ e - @ e indique os valores maximos

. 200 Nfm - Célculo das reagtes
| |
|
. Me u - ncC- &0¢ omdyp T
- G PpYmTm
" % _
| P % j’;1\ j - onnd
I* - -/
Rey

"WB& mC omnmm& 2 Tt

2 W T IT

oB& m|C|2 Tt

Para efeito de céalculo de reacfes o carregamento distribuido pode ser representado
por uma for¢a concentrada equivalente atuando no centroide da area.

Rl - i
N X @ CTTj
,;“1’?| :
-1  J &p <OAK @
B o P =l -
L\ S . -9
| |zm &p — &p QI

O centréide de um triangulo a P g da base e da altura.

- Definicdo das sec¢bes e calculo dos esforgos internos:

Nao ha descontinuidade entre A e B. Logo existe apenas uma regiao.




Observe que o lado esquerdo é mais simples, pois a forma seccionada do
carregamento distribuido é triangular, ndo trapezoidal.
O valor do carregamento distribuido seccionado 7 é:

J— —7 7 P — 08
E a forga equivalente a area é:
1 2% & 7 O—
-1y
A -7 el nnon 8
o T & & B
¢ C
X
3 p T IB;
&( p
! @
- Lado esquerdoparamm 8 @I
0B& mC|O Tt
WB& mnC onm& 6 Tt
T
6 p—8 O T T
()
u B- ncC- & O— onB )
TT T
- p—qJCBS o T B,
- Construcao dos Diagramas:
V), -3000 §- - — — _Oc.r.'-hbo
] 2 3:‘5{&-.] \\1'
4 b \\\ E‘
b Al
X
M (x) ¥

Carregamento triangular gera esfor¢co cortante parabodlico e momento fletor
cubico.
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6 8 oI pnﬁa OTIT WTI

i _PT
pu
Exemplo 5.3
I BT O E%cA
Trace os de V(x) e M(x).

T
0 (o3 1 9 40 OTITT

- Célculo das reacdes

| |

L we iz

' [ u (o) ~

\E V8 :,)B‘fﬂ-m B& nC2 =

\ 1 - .
A\ .\‘. i }-D Rpx u B- nC&Pp Y 2 O
| | IMCI A
N N ST 2 pE.
Rey a
u B- nc g 2 X &1 p T
2 oE.

Tt

O carregamento distribuido retangular 7 @ pode ser representado por uma forca

concentrada equivalente & atuando no centroide da area.

|
Tl T 70 CE. .
I j ! & I,—:II

Al-L 4 i_'{&

|4m,|_ ,I & TH.

- Definicdo das secdes e calculo dos esforcos internos.

Secdo ABparam 8 ¢

IFL'am;m OB& TmC|lO i
M . Mae )
AVYY £ ij "B& mn¢C & 6
o ¢ 3B 6 T
"4 Vae
6 ¢ 3B




- SecdoBCparam 8 ¢

o T
CE'—“‘—P:T (= 1> ,

- Outra forma seria analisar o lado esquerdo a secéao:

D20 i Mec °B& mco  mj
m | .
\ \1 o, "B& m¢ & 2 6
Ay 'H_!{l——é 6 T ©
- Zrn, ’Q; Voe 6 pE.
by
u B- n¢ - 2 B &J238 p T
- B 128 p
- 8 1
- SecdoCDparam 8 ¢
Meo Vc.oi_ 5 oB& mnC 0 m
R“D 2 ﬁ.‘l\: 7 A A
B& mnC6 2 I
C i:\\+ G G




- Construcao dos diagramas

Sl i e e Mormanto
vzl & e ~F oo
O S {-—} e e
Hre i g
E} C.lh.,_:“‘ o B B
%2 _r>/ *(wn)
X
6 ci TE
- ¢l TEd
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Ou
- 8 m - T T T
- 8 C - ¢ T

5.2 Método grafico ou do somatorio
" Aol Boyx o
(EAAAGREY L @
-AOEMA & ymt

Quando uma viga estd submetida a diversos tipos de carregamentos e
condicOes de apoio, 0 numero de sec¢bes a serem analisadas € alto, e 0 método das
secoes se torna muito trabalhoso.

Nestas situacbes podemos utilizar informacfes baseadas nas relacdes
infinitesimais existentes entre os esforcos internos V(x) e M(x), e os carregamentos
atuantes.

Vamos considerar uma viga bi-apoiada, submetida a um carregamento
distribuido w(x), forcas concentradas Fie F2, @ momentos binarios M1 e Ma.

¥z WI0<)
F, ul

e
I

Y Y/ = R
A . A rfN_JV';/?‘\ B __yRox
Té"lv: M SN SI
Rﬁr)? " M2 Tﬁﬁy

T
&=

Anal i sando o diagrama de corpo I|livre

apenas carregamento w(x) temos:

de



W (k)

5%V P+AP Observe que estamos assumindo
uma diferenca entre os esforcos

M .
N 29 [‘ M +am internos em ambos os lados de
P P, PV e oM.
l AX ' Viray

Relagéo entre V(x) e w(x):

<
o

F9® T 6 & 6 6 T 4 6 x @O0 6 6 T
6 x 30 @ ou — x @
| Ei— — x@ e  AO, x @A 6 <OAkiD

Relacdo entre M(x) e V(x):

u BO T & IO — - - 60 @ - T
- 600Q@ x@O@BO> + — 60O 2
B~ A 6 A 6 OA @ oy ¥
- @ AgQ € . AT - <OAM
Inclinacdo de M(x) em x, é A variagdo de momento
igual a V(x). fletor entre dois pontos é

igual a area de V(x) sob
os dois pontos (X1 € Xz,
por ex.)

As equacdes encontradas anteriormente foram desenvolvidas para uma porgcao
da viga submetida a apenas um carregamento w(x).

Podemos ter outras duas situagdes: forgca concentrada e momento concentrado
(binario); onde estas situacbes demandam um tratamento separado, pois criam
descontinuidades nos diagramas V(x) e M(x).



f Forga concentrada:

F
e B M B v
P 5 |Ps .
C‘%’ $¢?> " @ Yo O o m
’ AX lV‘r&\' y(b “O

Ou seja, fao passaro pelo ponto de
esforco cortante igual ao valor de F.

N
C
<

63 - T

u BOD 1! ¢ - Y- &

v Y- 6@ &d-

v

- No limite, quando Y@tende a zero: | Y0 ™

- Nao ha variacdo de momento fletor na presenca de uma carga concentrada.

1 Momento concentrado:

M v i M+ AM u B- n
i
P ;| e y y
C%@%’D - Y -u 6T - T
[ ax J Vav by 8D -u
No limite, quando Y@tende a zero, | Y- - v

Um momento concentrado com sentido anti-horario - v, leva a uma descontinuidade
do momento fletor negativa e com valor - v.

Observe que o esfor¢o cortante ndo é alterado, ndo ha variacéao, neste caso:

mB& nC |Y6 T

Pontos importantes:

1 O método gréafico permite a construcdo dos diagramas de 6 @ e - @ de
maneira mais rapida.

1 No entanto, ndo oferece as expressdes/funcbes de 6 @ e - @, necessérias
para meétodos de calculo de deslocamento baseados em energia de

apli



deformacéo.
T Otimo complemento ao método das secdes:
- Verificagdo/analise dos diagramas

-Aplicacgdoiem conj untoo. Por exenppeassec®esposs?ve

e calcular - @ através da area de 6 @ ou integrando 6 Q.

1 Pontos de cortante nulo ocorrem onde — 11, logo em pontos onde o fletor é
maximo ou minimo.
1 ComoY6 . xA@Y- _ 6 A@ex @ éumpolindmiode graul, 6 @ terd
graul pe- @ serAumpolinbmiodegraul ¢.
Exemplo 5.4
" A Ao &
SAI ®dA

Construa os diagramas de 6 @ e - @ e indique os valores maximos.

zogcu/m_
P ETEIET
<A

1 D B )
b om | om g

Fal

- Célculo das reacoes:

Para efeito de célculo das reacdes, o0 carregamento distribuido x @ pode ser
representado por uma forga concentrada equivalente atuando no centroide de area
sob x @:

N & —api

n
o)
%

7
1

' »n, Ty "
7 O pcg it

2AU—2 ¢ |2AUyIE.

C 2AU0& 2AUnC |2AUT TE.

WB& T




- Forca Cortante 6 9

Nesta viga temos duas secdes: AB e BC

- Secao AB:
Utilizamos as duas relagbes desenvolvidas entre 6 @ e x @:
Y6 <OAMD it 6 6 pCT
A6 < o
Ao n

Para a determinacédo do cortante 6 e, consequentemente, todos os demais
cortantes das sec¢0es seguintes, precisamos conhecer ou determinar
6 AT OORT BAEAI

Podemos determiné&-lo por:

a) Inspecéo, ou
b) Pelo método das secdes

20‘%’ Observe que préximo ao ponto
Rax g " Mag A, aéreade x & é
<~ > AS) desprezivel e o cortante sera
AN ! I positivo e igual a 2 A.WUogo:
. Vae AL C
Ly | 6 2AUC |6 ym+.

- Pelo método das sec¢des, aplicamos Y B& Tt

2AUCHB 6AAT ¢ |6AAYT ¢ D

NopontoA,6 A® 1 {1+ logo, chegamos a mesma conclus&o!

- Conhecendo 6 , basta calcular a areade x @ p ¢ 1 +para se determinar 6 :

6 6 pcmnC | 6 T T+ |

A expressao — ¢ mindica que a funcdo 6 A Aossui uma inclinacéo
negativa e constante igual a 20. Logo, se trata de uma reta decrescente entre A e B.



- Secéo BC:

Observe que no ponto B ndo ha forca concentrada aplicada. Logo, o esfor¢o
cortante ao passar pelo ponto B permanece 0 mesmo.

Nesta secao, temos:

26 <Ok C |6 6

E— x @ 6 T T+ .

—— 11, confirmando a inclinagcédo nula entre Be C

- Cortante nulo: a localizacdo do cortante nulo serd importante para a
determinacdo do momento fletor maximo. Neste caso, podemos encontra-lo por
semelhanca de triangulos:

__CQTl

- Momento Fletor - @:
- Secao AB:

Utilizamos as informacgdes do cortante entre A e B para determinar a expressao
do fletor:

V- <OMAe o oo
A-0 ; ; ) 92
o °°
- - pqTm+
Da mesma forma como o cortante, precisamos do ponto inicial - . Por
inspecédo, como ndo ha momento concentrado no ponto A, - TL.
A avaliacdo de - @ 1 levard a mesma conclusdo. Logo, - pgmd..

Observe que o ponto com momento maximoD @ 1 | pode ser encontrado através
da area!

- p @ T 4.

Ainda na secdo AB, observe que, como o cortante varia linearmente, a
inclinacédo de - @ entre A e B, também varia linearmente, com inclinagéo nula em D.



- Secao BC:

Observe que ao passar pelo ponto B, nao
V- < OAR6 o ha momento concentrado. Logo, O
permanece 0 mesmo.

- - I C- pCTm T 1D

- T Conforme esperado
(rolete na extremidade)

Através de —— T Tt nota-se que uma inclinagcdo constante negativa
representa uma reta decrescente entre B e C.

Exemplo 5.5

"ABOGANK e
Construa os diagramas de 6 Je- O.

4 KN/ m

o R]

. 10
P ‘_g‘l
KN RC’ 3KN
gﬁ? T 2m _L >m i 2m 9
- Célculo das reacbes
WB& mC?2 T
«B-  m |C &b ¢ 2 Q oY T
Onde& 1 — 8l C & cit.
, STC™ Q. 2 pE.
¢
uB- m|C 2 p &b @ oy ™
2 Mﬁ C 2 p TE




- Forca cortante 6 @
Temos trés secdes: AB, BC e CD.

- Secao AB
6 6 <Ok
Onde 6 , por inspecdo, €6 2 C
6 T pTC|6 C+ .
- Secao BC

Como no ponto B ndo ha forca concentrada, o esfor¢co cortante ao passar por
B permanece o mesmo

Observe que analisaremos o ponto C devido a carga concentrada relativa:

V?r € vc.[‘a d—;re;.t%

aument a

6 6 <Ok OAA

6 T ¢ C|6 o T+ .
- PontoC
6 2 6 Tt
6 6 2
6 PT pXC|6 oO+.

Carga fipara ci mao
- Secao CD
6 6 mnC6 6 C|6 O+.

- Momento fletor - @

- Secao AB
- - I

p D¢l ¢ Otv | -
- C C C |- pc.d

0]

“]

cortante



Por inspecéo:

- 1t/ € pino na extremidade n&o oferece resisténcia a rota¢éo

Ponto B

- - (p T[

Mg Mg
- pPcC ¢ C@}j

BRNO

- py.d

Momento horario aumenta o fletor

- Secao BC
- - !
- - & C :b'
C

- pYcTC|- ¢+ .
- Secao CD

N&o ha momento concentrado no ponto C. Logo, o fletor permanece 0 mesmo:
- o+ .d
- - 1 ¢ 9 ox¢|-

- Cortante nulo

—_ - 3 chi
- - !
- plyom
+ - p+.d
| Wioweato
Mxx)(\w-m]l On"h'wl



Exemplo 5.6
" A Aok &
3AI BIOA Ayah i
Construa os diagramas de 6 @ e- O.

a/
'U.)o"_‘]a"-"
\RO\(
) R —=>
A 2 N M
a |2 ch -
« b Rey
- Célculo das reacdes
oB& mnC2 m
“B& m (¢ & 2 m2 &¢|l2 =2
u B- n |G- &9, - mGC|._ 29 -

- Forca cortante 6 @
Temos duas secoes: AB e BC.

- Secao AB

6 6 <Ok

Onde 6 , porinspecdo, é6 T

6 nm —Cle6 2




- Secao BC

Como no ponto B nédo ha forca concentrada, o esfor¢o cortante ao passar por
B permanece o mesmo

6 6 <OAMD

6 — ,hadoha7 @ entreBeC.
Vix)
! 1
a L (L-2) l
A fB lc
SN 7
/ AAI | ‘\Al X[Ml
~We.a o e &l
& = av” et
‘Qz-_a(aL-a) e
e o [_ o ' : va-abalaﬂ
3 (f= & e\a 2 rea-
.\\l // v | %& mc.
A B e
2 |
M(x) Analise dm =V(x)

- Calculo da area Parabdlica !

Logo, ! - AD
se 6 @ for negativo.

observe que a érea sera negativa




- Momento fletor - @

- Secao AB
Por inspecéo, - s6 serd ndo-nulo quando existir um momento
concentrado na extremidade A.
- - <OAM !
A A ; o 4 o
- -OAEC-  -AD o
- Secao BC

N&o ha momento concentrado no ponto B. Logo, o fletor permanece o0 mesmo
ao passar por B.

- - <Ok !

_ o) OO, A o) o) o)

Exemplo 5.7
(EAAAOAR® Yo
Construa os diagramas de 6 d e- O.

300N
100 N
M
300N M
Rax A VY Y vy {
< ~ - =
s [ 15mPRey By
R‘j e i N
- Célculo das Reacdes
: Tt&én
& pnFo| g P :




Note que as linhas de acado da for¢ca concentrada de 300N é a mesma da forca
equivalente ao carregamento retangular Fu.

v B& w2 )

u B- n|C & pv om@ph 2 80 & 0o p ONNTW
5 TUMTVMQRAONT [ org
o
u B- n|C 2 ph 2 8pv & ¢cv onmnm
emaph puvdth onm
phv
2 puLI
- Forca Cortante 6 @
- Secéo AB
6 6 < OA A7, | onde constata-se, por inspecio, que
6 2 C 6 pum
6 pumnp n@ph C 6 T
- Ponto B

Note que analisaremos o ponto B devido a for¢ca concentrada de 300N aplicada.
200N

Ve ] l A

[Linha, aqui, denotando o cortante logo a direita de B.]

6 OTITT 6 TT

6 6 om@ | g O T

Carga fipara baixo0 reduz o cortante.



- Secao BC

6 6
6 o nTtp naplv
- Ponto C
VQT%“C,
ey
WB& ™
6 2
6 6 2

Carga fApara ci mao

- Secao CD

6 6

<OA

C 6 T

U It

<OA X

puUT

aument a

6 pumpu@ 6 T

0]

cortante

Conforme esperado, pois ndo ha forca concentrada (aplicada ou reativa) na

extremidade D da viga.

v(N]

150

>/,
|
L L
1
|
|
k2
s

l/’

A

._3‘_
SO
2
&
s @

<)

-200 |- -4 :
4s0 1 ___V _D /'~; corTavi
)

~4So (= = = 7

i o s

X [m)

W2, -

M

°
. | —

XCm)

de

ac



- Célculo das areas do cortante

| p L8ph
' G
! pph. d
! o naph P Lap
C
! v oig. d
P~ - oPp L TT
| L |
GSA‘E;' o
! purd

A forma das funcdes de fletor: parabdlica entre A e C, e cubica, entre C e D,
podem ser entendidas a partir de:

"HE
e (0]
"Ho d

Por exemplo, observe que na sec¢do CD a inclinacdo do momento no ponto C
€ positiva, om valor 150, decresce lentamente em direcédo ao ponto D e é nula no
ponto D, fornecendo uma curva com concavidade para cima, uma vez que o sentido
positivo do momento é para baixo.

- Momento fletor - @
- Secao AB

Por inspecéo, - L1

- - <O entreAeB,com"” !




- Secao BC

N&o ha momento concentrado no ponto B. Logo, ndo ha alteracéo de fletor,
e - permanece 112,5 N.m.

- Sec¢édo CD

- - <OAMD

Note que era esperado este valor de momento, uma vez que no ponto extremo
da viga D, temos um binario horario de valor 300 N.m.



6 Forcas distribuidas
-AOBENABAOBc OO
" AKSNA R 08¢ oy
( EAAANRBO 81 v p

Até entdo, tratamos apenas de forcas e momentos concentrados ou forcas
distribuidas para carregamentos retangulares ou triangulares, nos quais as areas e

centroides sao simples.

¢F R
[ 1 \. W -
O <<k >
Na realidade, uma fAfor-a concentraghao n«
ficticio, pois toda aplicacdo de forca ocorre em uma éarea finita, mesmo que seja

pequena.
Por exemplo, a forca exercida por uma roda automotiva sobre um pavimento,
€ distribuida ao longo de uma area.

Mas como a area de contato é pequena com relacdo as outras dimensdes do
carro (distancia entre as rodas), n6s podemos aproximar esta forca distribuida por

uma forca concentrada resultante &P.

Podemos dividir esse topico em 3 categorias de problemas:
- ABEXNABOBc O

Distribuicao de linha
Forca distribuida ao longo de uma linha ou cabo,
suportando um carregamento vertical; c F4

F

Distribuicédo de area

Pressao hidraulica da agua contra a parede de
uma represa ou empuxo da terra sobre algo no
subsolo;

Distribuicéo de volume
Forca gravitacional que atua em todos os elementos de massa de um corpo.



6.1 Centro de Gravidade
- AOEKNA B 08¢ ou

Vamos considerar um corpo suspenso de massa m. Cada particula deste corpo
ou elemento infinitesimal A possui massa infinitesimal A | ao qual é atraido ao centro
da Terra por uma forca infinitesimal A® Notem que esta forca varia ao longo do volume
V, pois:

‘.\\hxr\.uﬁ. A0 AiZC & O-Ai
YAE53, TN o
v\ v 0 A DA 6 1

(P,

e

lf 0 AiCA6 constante gravitacional
14 (experimentalmente)
&d
A distancia d entre o centro da Terra e um ponto na I H—l—l

superficie terrestre é praticamente constate ao longo de V. ( 3 = vaio

Para determinar a localizagcé&o_(coordenadas) do centro de gravidade de
gualquer corpo, nés devemos aplicar o principio dos momentos as forcas
gravitacionais em relag&o aos eixos coordenados.

Em relag&o ao eixo x:

b O &
A U | A . UAP

O pesototalédadopor |0 _ AOQ

A Un U Ao

1

Existe uma coordenada U posi¢édo de G, no qual o momento provocado pelo
peso total P sera igual a soma dos momentos infinitesimais dM provocados por dP ao
longo do volume V.

Ou seja, um modelo equivalente ou simplificado, representando todo o peso P no
centro de gravidade G, ocasionara os mesmos efeitos translacionais e notacionais.

Uu — A g —




6.2 Centroide de area
(EAARDAOD

Esta relacionado ao ponto que define o centro geométrico da area.

Considere uma secédo transversal qualquer de &rea A cujo centroide esta
posicionado no ponto C, com coordenadas @ com relagdo aos eixos de referéncia
Xey.

A
A 7
c, Py
= e
% X

Temos que a soma dos momentos de area (equivalente aos momentos gerados
pelas areas A ) deve ser igual ao momento total gerado pela area total A:

Eixo x Eixoy
_UA1 Ua DA &3

U — Q —

Onde as integrais . UAle = @A !sdo chamadas de c@ UAI
momento de primeira ordem ou momento estatico em relacdo aos
eixos y e X, respectivamente.

Centrdide de Linha

4Ly Momento produzido por ‘Q 0
1" - b
. — -'lr -
IC. ! ?

- Note que normalmente o centroide ndo se encontra
sobre a linha.




Areas compostas

Em muitos casos, uma area pode ser decomposta ou dividida em varias partes
simples (bésicas). Sendo conhecida a &rea e a localizagdo de cada uma dessas areas

simples, podemos substituir o processo de integracdo por um somatério, isto é:

B UQJ B @Q
B ! 2 B |
3
-y, 1 ua
T X
A
Exemplo 6.1
(EAASNAROD
%@ AT DI g
Determine o centroide da figura plana
dcm I o) 2 20 00
4
3cm_I‘* i‘c,
‘v 2 2 h 00 20D
/lf—z
4oom Bz ‘_?_-om
D - # A0 |# T L A

Note que # @U independe do sistema de coordenadas escolhido.

Exemplo 6.2
(EAASNARO
@Al DI ¢

AY
Cs
y_ b A}[__I_Aomm

Z J?m“
\

/'/ O

AN __LAom«\ -

4ol 120 m“*

Determine o centroide da secao transversal de uma viga perfil C,
Obtendo afpor adicao:

5 202 00 .
2 0 0 eyl
5 2 2 9o 290 o
2 o 2
#aU #oeelimpri i

No entanto Upoderia ter sido determinado por simetria.



Obtendo afpor subtracao:

QQQ g a ’L&*I

| |
As /S /S A
2 9 5 0 ‘ Ci’,,‘*,\ A
2 3 AXT
e
o i —
g oyl | | Xa
Formas de superficie
Triangulo
g - u -
K
U —
L4
Quarto de circulo
)1
2 — U —
4 c

Para qualquer forma com funcdes bem definidas podemos determinar @AU



Exemplo 6.3
" A &R &
%o Al as 1
Determine os momentos estaticos em relacéo a x e y e o centroide da figura.

O R
120wm  Triangulo W
OO A A
A 1 Retangulo ™2
B ~Al
Y /@! fomTe 1 Semicirculo /A2
om
80'("'!“1 1 Circulo
e Lz.-) —y %
GQWN"I ’@"
1 UAL 1 U9

1 UJd UJd Ud wUa

1 CTO—— TOYMPCT Yn — D—=— YPOAX T

1 vmoedici
1 @3 @3 @3 @23
1 23 |1 12— eOEUMPCT EO—— @1 AD T T
1 XU X ¢pupwli

- Posicao do centroide

Bga 1 xux([ﬁwpw G v il
! ! poylg g
U 22 9 ﬁﬁ U odppi i
| | | |
! q”?cnqnq)qn’\:zpn o}




6.3 Determlnac;ao de centroides por lntegrac;ao
"AOQOM B¢ o0
-APMNE ow
( EBAOAN& v T

O centroide de uma éarea limitada por curvas analiticas (curvas descritas por
equacOes algébricas) é determinado avaliando-se as seguintes integrais de area:
(Beer 92 Ed. 236/Mer. 72 Ed. 239/Hib.132 Ed. 454)

b — e U ——

Onde C(@) representa o cento geométrico da area A.

Se o0 elemento de area dA € um pequeno retangulo de lados dx e dy, é
necessario a avaliacdo de uma integral dupla comrelagdoaxey: = & @UATAU

Coordenadas cartesianas Coordenadas polares

14 y ) ad
- K h

No entanto, na maioria dos casos é possivel determinar o centroide de uma
area com uma integral simples escolhendo um elemento diferencial da area dA como
um retangulo fino (horizontal ou vertical).

Em um dA vertical, o centroide do elemento é | U U C e 0]

U Ue® @q.




Obs: No limite de A \® 1ta &rea — é descartada.

Podemos ento escrever o centroide C(@) em termos dos momentos estaticos 1 e

1 gerados por dA:

@Q

ua

Exemplo 6.4
( EAAANARD

o g Al
A x
RIC 8
o U A!
U A1 U A

DA a1 .
Determine a coordenada Udo centréide do triangulo abaixo.

1 ?:#ﬁq

h| Fians

isx
A

Equacéo 1° grauC UU

Vimos que| U ——— |onde | A !
_ U U
> dA horizontalC a
D .
Ag A U - X E

Quando@ VY E
@ AP m

E Aot ACA E

n ADA ACA

Elernerto dA horzonta)

CQ\ ( ;el ) 73‘)
7.5—0&\

TA

\ U-éw ARU
U A . . .G
—E—OJ A AU
U AU e
ASc eSS ASE— A
s AU A FE
Adk  gO¢ C
AE E
U ———(EAEC U 5




Poderiamos calcular o centrdide de x a partir do elemento de area dA
horizontal através de:

g = > g —
2 gm0 = é’o&oEEU:)A:)&U
@ ¢ — — S
oA U EEU:)&OMJ
A E UKy A & (B UAU A
%] ¢ E CE > > g -
A E-LAU B BAU. UAU o

Exemplo 6.5
- AOBAIr T 1
Localize o centréide sobacurva@ EJJ de@d ma@ AeU mauU A
by KNP
b;;____-_-_-_-_— ' Nt . DA
4 N ! 9 /&
o R Cel:
P~ Z==="H - T .
« Rlax! Al URAGC Al 9B Ay
*=i;\ i

Quando@ TtV Tme,quando| @ AP A

D | —

Logo, A EODOA e e A
A
g ’ A o7
PRk~ Ao A gT g o X a7}
> . Q OAQ o T L,
@ A A ’ -3 ¢ |o
7 A g1 BT A D 7 X
2 sg 7 - 9 R0 o7 iR )
A o

Existem duas possiveis maneiras, com elemento diferencial:
i Vertical (12 Solucéo).
i Horizontal (22 Solucéo)



12 Solugcédo: Com o elemento diferencial vertical, a variavel de integracéo é ¢
e as coordenadas de # @ hJ

sao:
8AE 8 U 4,
A E - U —5&1_
Elemento
(y/2) dA diferencial vertical
A A
S A 73
pP,ADG A 0@ (A2 L,VQYQAQA Ty
A B A FOAD CAA g
A P K T
L]
o
. A o1 A C .
) — O0—03-0— u -A
¢ DA U O A v
- 22 Solugao:
A O
’ﬂ X \(‘1‘5 Q Q
b1~ ~ A= ” - - (%]
o % N\ ¥ Al A OAU 1] T
Y 175 Ap .
\\ N ! U U
o % a X
. . UA!I
Y TR
Mais trabalhoso que a integral obtida no elemento vertical
Xel dA r '
* 4 2
. — _— 5 o5 ., — =20
@ E
2



Exemplo 6.6
( EAAA LD
001 AlAd u® o
Localize o centroide da area hachurada.

Escolhendo um elemento infinitesimal de area

vertical dA;
- Al U U Ag
U 19 |g o
o U U —
U ¢@ .
U [
Q ) - - p— —
S = - 2 2 -
22 3 -0 @ ol
—_ - -2 -2
¥ _ ) T 5 _




6.4 Cargas distribuidas sobre vigas
" A0 G T Y
- A& % Ccxo

O conceito de centroide de area pode ser utilizado para resolver varios problemas,
como o de uma viga suportando um carregamento distribuido. A carga distribuida W(x)
varia com x, € normalmente expressa em [N/m], unidade de for¢a por comprimento.

A& A
A& 7 OAQD

onde a carga total resultante é igual a area sob esta curva e atua no centroide da area.

& Al

Observe que x DA @ igual a magnitude de dA. Logo,

& 7AQD

Para determinar a coordenada @ do centroide C, devemos observar que o
momento produzido pela forca resultante & em torno do ponto A (& Jg deve ser igual
aos momentos gerados pelo carregamento infinitesimais A &equivalente a A! 7 O
Ag

& X A&

& W PGOx A D

o7 AD
&

Dessa forma podemos substituir o carregamento distribuido W(x) por uma forca
concentrada equivalente & atuando no centroide da area do carregamento.



Exemplo 6.7
"AO® A
3AT D8 L T
Determine as reac0es no suporte

Wy = 4500 N/

Neste caso nés temos um carregamento distribuido formado por uma area
composta: 2 triangulos ou retangulo + triangulo onde conhecemos o centrdide de cada

area.
Existem duas maneiras de representar este carregamento distribuido:

- Maneira l
Representando uma carga concentrada equivalente a area total, onde:

& ! -,-
X @A
&
=X
WK /’ W=AX + b
Fr i wg : -
..'j' .' pumTAdT A
Wpe « Xey ! TunTAdp A
' ¢t" 7 @ vnmn@ou T
L 4 RQX
fRA\/ Rby
& _7TAg+ & VTTTT@ v TATD g -
g U
* C p L TOR @ ofi




- Maneira 2
Representando uma carga concentrada equivalente ao retangulo e outra

equivalente ao tridngulo:

Mﬁ)‘[ LEZ" & pu rf—vﬂp i
e d y\\@: —

s J_ Rex
1RA7 ‘)'("J TK@, & O T TED—

Os centroides do retangulo e triangulo podem ser determinados por inspecao

@ oli
g i (um terco da base)

Célculo das reacoes:

u B- T u B- Tt
&J02¢p 1T & 2 Wyp T &y & 2 Ty m
2 xh E 2 pwE
- Verificagao:




Exemplo 6.8
- AOEAN &
Al d & 1 ¥
Determine as reagdes no suporte

ax Fr A 2024 Njyy
Ao0an o
N
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NE= === = - —ax
AY ®
je—8m
& 7 OAQ@
& . pnnmd AQ
& prtop —
& pBIT Y

- Célculo do centroide:

1)

C @ - C onde A& Al

79 7 B2

pnnn/ EJO
CTm¢ 7 EQW

7 pPTTT

E ¢

7 @ pnnmd

(4rea sob o carregamento distribuido)

7AQ

Logo, | @




- Célculo das reacdes

4 u B- Tt
l;f I - & W m
F-r:{F_ B ] Fr" - prt T ool P w
A | | - .
— — E" - TLplhg.xd@
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2 L 2 pPTTI
Exemplo 6.9

Partico simples bi-apoiado submetido a um carregamento parabdlico. Determine as
reagbes considerando 7 @ 1J p 1T

Forca equivalente 'O

50%N A
A0 <N/ o WY 1
A
N\ B b : T d j
Sm C ) T | X
Wi W) -
* x| |®
50 W .
4 E & 7 OA QD
. V\z%\ VCT\):\ & 19 pmAQD
RAx Rﬁ*] RE\’ 1}
I 8 K & Taj P 0§,
& powpx vm
& ¢ plpx.
- Caélculo do centroide &
2 . 2
0] ) C 0] - C 1] -
S 9
N} _ it O _ i @ ot @l




- Célculo das Reacdes:

Para efeito de célculo das rea¢des podemos substituir o carregamento 7 @ por uma
forca concentrada equivalente & atuando no centréide &

¥, =400 KN
oy Ty
! Y
L [
T
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7 Momentos de Inércia
(EAARBARLD @ p U
"ARGAEO & X o
-AOBEAMMBOG T p

7.1 Momentos de Inércia de Area

Vimos anteriormente que o conceito de centréide de
QA |y area estd relacionado ao momento estatico ou
momento de primeira ordem de uma area A:
-\ --1Y Onde a soma dos momentos de area dA (com
y relacdo a qualquer eixo) deve ser equivalente ou igual
ao momento total gerado pela area A, considerando a
y area A concentradaemumfipont o representat.

no centro geométrico, com coordenada @U .

<

]
X 3 X
Para o calculo de U

Realizamos o somatorio dos momentos estaticos com relacéo torno do eixo x:

1 UA! © UA! Ug Al

v v

\

Momento estatico em relacédo & x dessa forma,

_UA!

Al

1 O mesmo procedimento € adotado para o célculo de &

1 Podemos fazer uma analogia de 1 com o momento -Pgerado por uma forca &

b o & 6 &A

onde, no caso do momento estatico 1 , quem estd gerando 0 momento € a area A,
com distancia U

Existem em muitos problemas de engenharia, onde for¢cas (ou presséao) séo
distribuidas continuamente de maneira linear ao longo da area com rela¢éo a um eixo.
Nestes casos, uma for¢a atuando em um elemento de &rea é diretamente proporcional
a uma distancia e, consequentemente, 0 momento associado € proporcional a
distancia ao quadrado, levando a um momento total envolvendo uma integral de forma
_ AEOOVAIAEA



Por exemplo, em problemas hidrostaticos, tem-se que o empuxo, ou a forca

lateral exercida pelo fluido contra a parede, varia linearmente com a profundidade.
(EAAAbD® pu

}' D r
JJ\J\\\ rla

J o=

A

k A pressao agindo em um elemento diferencial dA
) e

PO . .
Peso especifico do liquido

b —O0 A& rUA!
O momento A - exercido por A & dado por:
A- UA& @G- UrWA!

Logo, A- rQJ A Integrando A - ao longo da area A:

- r UA! ) UA!

A integral de area_ U representa o0 momento de inércia de area ou momento
de segundo ordem em relagéo ao eixo x.

Outro exemplo, conforme sera visto em Mecanica dos Sélidos |, sdo as vigas

sob flex&o.
E possivel demonstrar que a tensdo normal A varia linearmente com U

J,F

]

Sk A

L U e
gga,}": A "’ -~

A Lyle

o I R




O momento dM € A - UA &entrando na folha (use a regra da
mao direita)

- _A- — - UNA&

- UDK A
- U O

Al

. —  UAl

Entdo, sempre que tivermos uma forca variando linearmente com a distancia
em relacdo a um eixo, 0 momento produzido pela for¢ca envolvera uma quantidade
chamada fimomento de in®rcia de 8reabo.

Precisamos calcular uma integral de area ao longo de A. Considere a area a
seguir:

"ARAOD G X1

) . UAI0) _ UABAL

)y _ @Ao)y  GAGAL

Dessa maneira, precisariamos calcular integrais duplas.

Uma maneira mais simples de calcular o momento de inércia de area € escolher
o elemento infinitesimal de area dA retangular.

Yy Z.Q(K‘!
%) [TaA =@-)ay | B UA!
11 'l | ) UA!

o B85 -
) . UA GAU




b 44 A gA!
J Tt ,,!AA-—ya,u ) DA

) _ BAAD

Ly
;M oF N

O momento de inércia de area indica um grau de distribuicdo de area, ou o
guanto afastado estd uma area em relacdo a um dado eixo.

Considerando as 3 se¢bes com a mesma area A, podemos observar que

Podemos observar que: ) ) )

-
AQT

Logo, melhor o perfil em termos de

M =>8) Al fexad

Exemplo 7.1
(EAAABNO
oAl PpPBHA
Calcule o momento de inércia da area retangular em relacao ao eixo x que passa
pelo centroide e por Xi.

_—

7T ) UA

T
n dA:body ) LU AU

hy | 4D 47 /

: - AT UAE) A—

C X ) T ) - 7
h/z

b2 | bl2 | x ) -— -

e e

=P Momento de inércia de uma
) - secdao retangular




Exemplo 7.2
- AOBAN
Al BIA

Momento de inércia de uma
) — = secéo retangular em relacéo a
base

Determine o momento de inércia da parabola em relacao ao eixo x.

- Determinar K

2
x=KJ" 5 (ROATUTo

T + 00
+ —_—
g -U

Existem duas maneiras de resolver este problema:
dA horizontal ou vertical.

- (A) A ''horizontal: Neste caso, toda a regido de dA esta a uma mesma distancia
de X, ou ndo varia com y.

) . UAI

) . U 1t @AU
aA = (4-)() d)} ‘ o

) U 1t -U AU

)y . TUAU_-UAU

) 1— -—

Maneira mais simples




- (B) A !vertical: Devemos observar que area A ! possui distancias diferentes do
eixo x. Vimos que o momento de inércia de um retangulo em torno da base é

—. Logo, A) —. Integrando o momento de inércia diferencial em relagdo a
X, teremos:

) A

) —AQ@

) " Ag

) -. @7TAQ

¥
) T
)y pt Ol

7.2 Teorema dos Eixos Paralelos (Teorema de
Steiner)

Se conhecemos 0 momento de inércia de uma area em relacdo a um eixo que
passa pelo centroide (ocorre com frequéncia, encontra-se em muitas tabelas para
diferentes secdes transversais).

¢
| hhhhh
o l

I Ve h
s _;.CI.... —_— -’P{ h;‘a

1 R
Ix #_.t;_)hi Iq,':ti\_a

17 56

Podemos calcular o momento de inércia em relacdo a qualquer eixo paralelo
utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos.



) UA!

Ao invés de expressar a posicdo de A ! em termos
de U vamos expressar como iJ A0

Desta forma, )

7
X

A U A Expandindo os termos, temos:

) . AAl ¢ Ad! | WAl
. AAIO A 3O, | poisd é fixo.
UseA 10 ) normalmente conhecido.
CA UA!| O UA! éomomento estatico em relagdo ao centroide C;

Onde_, UA! U.

Note o seguinte exemplo:

ﬂ'lc_‘i

\' — ~ s
} )‘ =0 Independentemente da &rea A, LouAal
C c sera sempre nulo pois Use Tt
,}'ﬁ- ‘y

%_,

Logo, de acordo com o Teorema de Steiner, podemos calcular o momento de
inércia em relacéo a qualquer eixo paralelo, desde que conhecamos d e A.

) ) Al




Exemplo 7.3
0 A OA&gO A
Determine os momentos de inércia em torno do centrdide em relagcéo aos eixos

xey.
), Esta é uma area composta por figuras
t geométricas simples, onde conhecemos 0 momento
&~ rcm de inércia de um retangulo em relacdo ao seu
R\\-\_\\ centroide.
__ pele ¥,
FAL s
. /7//{¢3//A Ao ) ) ) )
|4cm| I |/\c,m|
Acmn
) AE Al 09p ¢ 00 @ WA | |
PG Pg g
poo SR
) o c m 00 cit Al — | ) =26,75 cm?*
y  92P 50 pd& &I
oC C p —
) ) ) )
) AE A poo " i
(VS PC ¢
) gop T, VA | — [ ) Tl Al
(US
) ) clt A
Exemplo 7.4

(EAAABRD
0 Ol AlpAul Ay o

Determine o momento de inércia )

Podemos resolver este problema por adi¢do ou subtracéo.

) )R ) )i C) pwxp

3¢




— Al 2 th OpQw cwpe
— Al =2 © p 203 v yhw
— A1 2 5 203 o olwi

Ou podemos dividir a area hachurada em 1 quadrado e 2 triangulos e somar 0s
momentos de inércia.

\'

7.3 Momento polar de inércia

( B8 0ANB 08up X
"AbOhBOo @ xu

Uma integral que sera muito importante em problemas de torcdo de eixos
cilindricos € o momento polar de inércia.

Serd visto que um eixo cilindrico submetido a um carregamento de torcao
desenvolvera tensdes cisalhantes ao longo da sec¢éo transversal.

T .

Eixo de transmissao
As tensdes cisalhantes variam linearmente com 0 eixo

: radi al 0.
i s 5 Fazendo o desenvolvimento das deformacdes e tensbes
™A geradas pela torcdo, encontramos a seguinte relagéo:
e >
4 —L OA! 4 =
ra,h u M




Entdo, o momento polar de inércia em torno do ponto O é dado por:

*  OA!

Podemos calcular o * a partir dos
momentos de inércia ) e ) (eixos que
passam pelo ponto 0) observando que:

Aea opnénca A

"X O @ U

f
-

O momento polar de inércia também respeita o teorema dos eixos paralelos:

b v QO

!

Onde A é a distancia entre o ponto o e o centroide da area A.

7.4 Raio de giracao de uma area
( EBAOANEO @ p U

-ARoBAMBAoa@ TTo

"AOR B0 & X o

OAGIAT A& o

E uma propriedade do momento de inércia de area que se define como a
distancia, em relacdo a referéncia, a que uma area pode estar concentrada, para que
0 momento de inércia seja igual.

O raio de giracao é utilizado no célculo de flambagem das tensdes normais
geradas por cargas compressivas em colunas.

Considere a area A abaixo com momento de inércia ) em relacéo ao eixo X.

A




+ sera o raio de giracdo de modo que o

momento de inércia )

gerado pelo retangulo

horizontal seja 0 mesmo que a area original A.

Observe o seguinte fato: no caso de uma tira

“- X concentrada com area A, ) ase torna:
— A
C
b se torna um valor grande e h (+ importante) muito pequeno. Logo, — Tt
Entdo:|) A!T O) + !

O raio de giracdo da area A em relacdo a x é:

O mesmo procedimento se aplica ao eixo y:

+ J—

e ao momento polar de inércia em relagdo a um ponto O:

onde + ¢€ a distancia a partir do ponto O no qual o momento polar de inércia

de A seja 0 mesmo.
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Exemplo 7.5
"AAONBO G XU
001 Alu ic A
Determine o momento polar de inércia e o raio de giracéo polar em relacéo ao
ponto P.

\

Podemos resolver este problema de duas
a Mmaneiras: utilizando o momento de inércia de figuras
compostas ou por integracdo direta.

az | ave | /2| 2%
=

1 (A) Figuras compostas: * ) )
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1 Raio de giracéo polar +
- 2 . .
+ - ' ¢0— -QA -A
£ TSGR XA
1 (B) Integracéo direta:
Y 2 |
3 |14 . . .
,\X'C\A U mth @ AIg —
l U A @ A
T “—?x
‘&lzi
n AD- A

A ADA A

—)  Subtraindo, temos:

Determinacéo
da fungéo f(x)



~ A
A AD -
q
A cAA A
U ¢@A Al @A U
) ¢, UA!I
) ¢ U @AU
) ¢ U —AU
) ¢ —AUcg -UAU
) ¢O9— -O—
) — —
) —A
Exemplo 7.6
A QG &
001 Al Bl phgdY

Determine o momento polar de inércia e o raio de giragéo Kx.

U Ah @ A
U mth @ m
A + A
+A
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- Célculo de)
1 (A) dA Horizontal

Al @ @ AU

. A .
%) A—UAQ A_U

) UA!

) Uo @Al

) U —U —U AU
) —O— =0

) — — ¢l ) —AM

Outra alternativa para calcular ) é com A ! vertical:

1 (B) A ! Vertical : Area A ! possui distancia diferente do eixo x.

YA AA Y2
b e U —
T A A@ — | Comrelacdoa
- l o base do retangulo
o5 a»
= > X

H = £
) - — —B AQ
) — X - AQ

















































