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1. Introdução 
"ÅÒÒ τ 

 

A mecânica pode ser dividida em três partes: 

¶ Mecânica dos corpos rígidos 

¶ Mecânica dos corpos deformáveis 

¶ Mecânica dos fluidos (compressíveis e incompressíveis)  
 

Corpos Rígidos 
Corpos Inflexíveis e não deformáveis.  

                    

В& ᴆ π                                                                    В& ᴆ  π 

        Вὓᴆ π                                                                    В- ᴆ  π          
                     Estática                                                          Dinâmica 
 

No entanto, estruturas reais nunca são absolutamente rígidas. Estas 
deformações, contudo, geralmente são pequenas e não afetam as condições de 
equilíbrio ou de movimento. 
 

Corpos Deformáveis 
As deformações são importantes para o estudo da resistência da estrutura a 

falhas.  

 
Na disciplina de Mecânica dos Sólidos, o comportamento mecânico de corpos 

estáticos com os conceitos de tensão e deformação possuem algumas aplicações, 
como cálculos envolvendo: estruturas de aço, estruturas de madeira, concreto e etc. 

 

 

  

ñA disciplina de Est§tica ® base para todas as disciplinas de projeto!ò 



 
 

 

1.1 Mecânica Newtoniana 

"ÅÒÒ τ 
 

A Mecânica Newtoniana é a base das engenharias atuais. Baseada nos 
conceitos de: 

¶ Espaço 

¶ Tempo 

¶ Massa  

¶ Força 
 
Estudaremos estes conceitos para as condições de repouso de partículas e de 

corpos rígidos. 
 

Partícula 
Quantidade de matéria muito pequena em um único ponto: idealização.  

                                            

+В&  = πᴆ Ḉ Sem rotação 
 

Corpo Rígido 
Combinação de um grande número de partículas. 

                                           +В&ᴆ  = πᴆ   Ḉ Sem translação 

                                           +В-ᴆ  = πᴆ  Ḉ Sem rotação 
 

O estudo da mecânica baseia-se nas Leis de Newton: 

¶ 1ª Lei de Newton (princípio da inércia): Se +В&ᴆ  = πᴆ  em uma partícula, tem-se 
repouso ou movimento retilíneo uniforme. 

¶ 2ª Lei de Newton: a aceleração é proporcional à magnitude de &ᴆ e ocorre na 
mesma direção. 

              &ᴆ = m.Áᴆ 
¶ 3ª Lei de Newton (ação e reação): as forças de ação e reação entre corpos em 



 
 

 

contato, têm mesma magnitude, linha de ação e sentidos opostos. 

 

&ᴆ &ᴆ  

 

Prefixos  
Múltiplos e submúltiplos de unidades fundamentais do S.I podem ser obtidos 

pelo uso de prefixos. 

¶ ρπ = m (mili)                                        ρπ = k (quilo) 

¶ ρπ = µ (micro)                                     ρπ = M (mega) 

¶ ρπ = n (nano)                                      ρπ = G (giga) 
 

Precisão numérica 
A precisão da solução de um problema depende de três itens: 

¶ Precisão dos dados de entrada 

¶ Precisão dos cálculos efetuados  

¶ Número de Algarismos Significativos 
 

Quanto aos números significativos:  

¶ |&ᴆ|  + |&ᴆ| = 2,5  

 

Limitação do dado de entrada  

 

¶ |&ᴆ| = 30 algarismos  

¶ |&ᴆ| = 30 algarismos      

Somando em uma calculadora com precisão de 8 algarismos significativos 

haverá uma limitação dos cálculos efetuados. 

 

Exemplos 

1)  0,00821 Ÿ 8,21 x 10-3 [3 algarismos significativos] 
2)  234100 Ÿ 2,341 x 105 [4 algarismos significativos] 

 
Regra geral: utiliza-se, em engenharia, 3 algarismos significativos. 

  



 
 

 

1.2 Vetores de Força/partículas 
"ÅÒÒ ρφ 

 

Vamos inicialmente estudar as forças agindo em partículas.  
Uma força representa uma ação de um corpo sobre outro, e são caracterizadas 

por: 

¶ Magnitude, módulo ou intensidade 

¶ Direção ou linha de ação  

¶ Sentido  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
 
 
 

O comprimento do vetor representa a magnitude do vetor: |&ᴆȿ &. 
E, por último, o sentido da força é representado pela cabeça da flecha. 

Um vetor negativo, &ᴆ, apresenta o mesmo módulo e linha de ação, porém com 
sentido oposto. 

 
 
 
 
 
 

Produto escalar 

O produto escalar de uma quantidade escalar K por um vetor &ᴆ, amplifica ou 
contrai/reduz a intensidade do vetor: 

 

¶ Volume 

¶ Massa 

¶ Energia  

 

Entidades Vetoriais 

¶ Força 

¶ Deslocamento 

¶ Velocidade 

¶ Aceleração 

Linha de ação 

Partícula ou ponto 
de aplicação da 

força 

Eixo de referência 



 
 

 

Adição de vetores 
"ÅÒÒ ρχ 

Evidências experimentais mostram que dois vetores de força atuando na 
mesma partícula podem ser substituídos por um único vetor resultante que 
apresentará o mesmo efeito na partícula.  

 

      
              

Lei do Paralelogramo 
A força resultante pode ser obtida através da Lei do paralelogramo, onde a 

diagonal que passa pelo paralelogramo é o vetor resultante. 

Uma vez que o paralelogramo construído com os vetores &ᴆ1 e &ᴆ2 não depende 
da ordem da seleção dos vetores, temos que a propriedade comutativa se verifica:  

 

&ᴆ &ᴆ &ᴆ &ᴆ 

 

Regra do Triângulo 
Outra maneira de se realizar esta soma é através da Regra do Triângulo, em 

que os vetores a serem somados s«o dispostos/conectados no ñt®rminoò de cada 
vetor:  
                            
 
 
 
 
 
 

Soma de 3 ou mais vetores 
"ÅÒÒ ςπ 

A soma de &ᴆ, &ᴆ e &ᴆ pode ser realizada somando-se 2 vetores, e, com a 

&ᴆ , soma-se o último para se obter a &ᴆ  final: 
 

 

 

  

&ᴆ ocasiona os mesmos efeitos que soma &ᴆ &ᴆ 

&ᴆ &ᴆ &ᴆ 
 



 
 

 

Propriedade Associativa 
Quando os vetores estão situados no plano, a adição pode ser feita de maneira 

gráfica mais facilmente. Com isso, podemos observar uma segunda propriedade da 
soma de vetores, que é a propriedade associativa (independe da sequência de vetores 
escolhidos). 

 

 
 

Intensidade e direção da resultante 

Podemos determinar o vetor resultante &ᴆ de uma soma de vetores de duas 
maneiras: 

¶ Leis da trigonometria 

¶ Decomposição de forças 
 

Lei dos cossenos 
Quando se conhece os módulos de 2 vetores e o ângulo formado entre eles, é 

possível determinar o módulo do vetor resultante:  
 

# Á Â ςÁÂÃÏÓ ɾ 

 
 
 

 
 
 

Lei dos senos 
Quando se conhece os ângulos e apenas um módulo, podemos descobrir os 

demais módulos: 
Á

ÓÅÎɻ

Â

ÓÅÎɼ
 
Ã

ÓÅÎɾ
 

 

Exemplo 1.1 
"ÅÒÒ ωΝ ÅÄȢ

3ÁÍÐÌÅ ÐÒÏÂÌÅÍ ςȢρ
 

Determine a resultante e a sua direção. 

  



 
 

 

­ Solução gráfica: 
 
Somar os dois vetores em escala e utilizar a regua e transferidor para obter o 

ângulo (com relação à referência ) e o comprimento. 
 
 
 
 
 
 

­ Solução trigonométrica:  

 
Conhecemos os dois módulos e o ângulo entre eles: 
 

­ Lei dos cossenos:  
 

      &  0 1 ς01ÃÏÓ ɾ Ḉ&  τπ φπ ς τπφπ ÃÏÓ ɾ 

 

&  ωχȟχσ Ë. 
 

­ Lei dos senos: 
&

ÓÅÎ ρυυЈ
 
1

ÓÅÎ ɼ
 

 

ɼ ÓÅÎ
φπ ÓÅÎ ρυυ

ωχȟχσ
 Ḉ ɼ ρυȟπτЈ 

 
 
 

Portanto, o ângulo ‌ que &ᴆ forma com o eixo horizontal é:  
 

ɻ ςπЈɼ Ḉ ɻ ςπЈρυȟπτ 
ɻ συȟπτЈ 

  

&ᴆ  Å  ɻ 



 
 

 

Exemplo 1.2  
&ςυ (ÉÂÂÅÌÅÒ
ρςΝ ÅÄȢ

 

Decomponha a força &ᴆ na direção dos membros AB e AC:  
  

­ &ᴆ é a única força aplicada, logo é a força resultante. Além disso, conhecemos 
os ângulos e apenas um módulo F = 450 N: 

 

σπ τυ  ɼ ρψπ Ḉ ɼ ρπυЈ 
 

­ Lei dos senos: 
                                    

τυπ

ÓÅÎ σπЈ

&

ÓÅÎ ɼ
 Ḉ & ψφωȟσ . 

 
τυπ

ÓÅÎ σπЈ
 
&

ÓÅÎ τυЈ
 Ḉ & φσφȟτ . 

 

  



 
 

 

Exemplo 1.3 
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ

3ÁÍÐÌÅ ÐÒÏÂȢςȢς
 

Se a resultante das forças é 5 KN e tem direção horizontal, determine (a) a 

força de tração em cada corda para ɻ τυЈ; (b) o valor de ‌ para que a tração na 
corda 2 seja mínima. 

­ A soma dos ângulos internos de um quadrilátero é 360°  
 

 
 
 
 
 

ςɼ ς χυЈσφπЈ Ḉ ɼ ρπυЈ 
 
     

Como conhecemos os ângulos: 
 

υπππ

ÓÅÎ ρπυЈ
 
&

ÓÅÎ τυЈ
 
&

ÓÅÎ σπЈ
 Ḉ& σφφπȟσ . Å & ςυψψȟς . 

 
 

­ Devemos escrever a tração & em termos de ɻ :  
 
 
 
 
 
 
 

ɻ  ɼ σπЈρψπЈ Ḉ ɼ ρυπ ɻ 

 

υπππ

ÓÅÎ ρυπ ɻ 
 
&

ÓÅÎ σπЈ
 Ḉ  &  

ςυππ

ÓÅÎ ρυπ ɻ
 

 
 

A tração será mínima quando o denominador for 
máximo: 
 

ρυπ  ɻ ωπЈ Ḉ ɻ φπЈ 
 
 



 
 

 

1.3 Sistema de forças coplanares 
 
Quando é necessário obter a 

resultante de mais de duas forças é mais fácil 
determinar as componentes de cada vetor 
em um dado Sistema de coordenadas e 
depois somar as componentes em cada eixo. 

Então, para cada vetor podemos 
decompor em relação à qualquer Sistema de 
coordenadas de eixos ortogonais (que 
formam 90° entre si) desde que saibamos os 
devidos ângulos. 

Também é possível representar as componentes de um vetor em termos de 

vetores cartesianos unitários ąᴆȠ ᴆȠ Ëᴆ, que são utilizados para designar as direções dos 

eixos (x, y, z). 

 

¶ Observação: Os vetores ąᴆȠ ᴆȠ Ëᴆ possuem modulo unitário, direção e sentido 

dos eixos designados. 

 
Então, quando temos mais de 2 vetores num plano é aconselhável proceder 

desta maneira: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

No caso anterior, o vetor &ᴆ pode ser 
representado em termos dos vetores 
cartesianos unitários. 
 
 

&ᴆ  & Ȣąᴆ & Ȣᴆ 

ȿąᴆȿ ȿᴆȿ Ëᴆ ρ 



 
 

 

&  ᴆ  &ᴆ  &ᴆ  &ᴆ 

&ᴆ &ȟ Ȣ ąᴆ  &ȟ Ȣᴆ  &ȟ Ȣąᴆ  &ȟ Ȣ ᴆ &ȟ  Ȣ ąᴆ  & ȟ Ȣ ᴆ 

 

&ᴆ &ȟ  &ȟ  &ȟ Ȣąᴆ &ȟ  &ȟ  & ȟ Ȣ ᴆ 

 
 

O módulo da força resultante é obtido por: 
 

&ȟ  В& O &ȟ  &ȟ  &ȟ   

&ȟ  В& O &ȟ  &ȟ  &ȟ   

 
 

   &  ᴆ &ȟ Ȣ ąᴆ &ȟ Ȣᴆ 

      

E a intensidade ou modulo de  &  ᴆ é dado por 

&  ᴆ  &  &ȟ  &ȟ  e a direção de &  ᴆ é  

ʃ ÔÇ 
&ȟ

&ȟ
 

 

Exemplo 1.4  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ ςȢχ

 

Determine a força resultante e a sua direção no sentido anti-horário a partir de 
X+. 

­ Cálculo das componentes na direção X: 
 

&ȟ  τππ  &ȟ ɀ &ȟ 

&ȟ  τππ  ÓÅÎτυЈȢςυπ ɀ 
τ

υ
Ȣςππ 

 

 
  

&ȟ  σψςȟς. ÏÕ &ȟ  σψςȟς. N  

& τππ . 

& ςππ . & ςυπ . 



 
 

 

­ Cálculo das componentes na direção Y: 
 

&ȟ  &ȟ  &ȟ  &ȟ 

 

&ȟ  π  ÃÏÓτυЈȢςυπ  Ȣςππ 

 

­ Cálculo do ângulo ɻ: 
 

&  &ȟ &ȟ  ÔÇʃ  ȟ

ȟ
        Logo, ɻ ωπЈʃ 

& σψςȟς ςωφ    ʃ  ÔÇ ȟ

ȟ
 

 
 

 
 

  

ʰ Ґ мпнȏ 

&  τψυ. ʃ  υςȟςЈ 

&ȟ  ςωφ. ᴻ  



 
 

 

1.4 Vetores no espaço 
 
Em problemas tridimensionais, as operações podem ser simplificadas se 

considerarmos primeiro uma representação no plano cartesiano. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Podemos também representar em 
termos dos vetores cartesianos unitários 

(ąȟȟË). 
 
 
 
 

Notem que o vetor &ᴆ é perpendicular à &. Logo,  

 

Os ângulos ɻȟɼ Å  são os ângulos entre os eixos coordenados e o vetor 

resultante. Eles são chamados de ângulos diretores de  &ᴆ, enquanto seus cossenos 

são chamados de cossenos diretores do vetor &ᴆ. 
 

ÃÏÓ ɻ  
&

&
 

 

ÃÏÓ ɼ  
&

&
 

 

ÃÏÓ   
&

&
 

 
O vetor resultante pode ser expresso em termos dos cossenos diretores: 

 
 

 

&ᴆ  &ᴆ  &ᴆ  & 

 

&ᴆ  &ᴆ  &ᴆ 

& & &  

&ᴆ  &ąᴆ &ᴆ  &Ëᴆ 

&ᴆ  &ᴆ  &ᴆ 
 

& & & &  

 

& &Ø &Ù &Ú 

 

&ᴆ  (&ÃÏÓ ɻąᴆ &ÃÏÓ ɼᴆ &ÃÏÓ  Ëᴆ 
 



 
 

 

Exemplo 1.5  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ ςȢω

 

Determine a intensidade e os ângulos diretores coordenados da força 
resultante. 

 
 
 
 
 
 
 

­ Cálculo da Força Resultante: 
 
 

&ᴆ   &ᴆ  &ᴆ 

&ᴆ  φπąᴆ ψπᴆ ρππąᴆ ρππᴆ υπËᴆ) 

& τπ ρψπ υπ 
 
 
 
 

­ Ângulos diretores coordenados:  

ÃÏÓʃ  
τπ

ρωρ
 

ʃ  ÃÏÓ
τπ

ρωρ
 

ʃ  χχȟωЈ 
ɻ  ʃ  ρψπЈ 

 
 

 
 
  

ɻ  ρπςȟρЈ 

&  ρωρ. 

&ᴆ φπąᴆ ψπᴆ . 

&ᴆ ρππąᴆ ρππᴆ υπËᴆ . 



 
 

 

­ Outra forma de encontrar ɻ: 
 

ÃÏÓɻ
&

&

τπ

ρωρ
 

ɻ  ÃÏÓ
τπ

ρωρ
 

 
 
 

ÃÏÓɼ
&

&

ρψπ

ρωρ
 

 
 
 

 

ÃÏÓ
&

&

υπ

ρωρ
 

 
 
 
 
 

1.5 Vetor posição 
 

Um vetor posição Ò é um vetor fixo, que localiza um ponto no espaço com 
relação a outro. Os pontos A e B possuem coordenadas ! 8ȟ9ȟ:  Å " 8ȟ9ȟ: Ȣ 

 

Logo, o vetor Ò pode ser escrito em termos dos vetores coordenados unitários: 
 
 
 

 

Como um vetor posição é um vetor no espaço, o módulo |Òȿ e os ângulos 
diretores ɻȟɼ Å  são obtidos da mesma forma vista anteriormente.  
 
 
 
 
 
 

 

ɻ  ρπςȟρЈ 

ɼ  ρωȟυΞ 

  χτȟψΞ 

Òᴆ =(8 8 Éᴆ 9 9 Êᴆ : : Ëᴆ 
 

ȿÒᴆȿ  8 8 9 9 : :  

ÃÏÓ ɻ  
Ò

Ò
Ƞ ÃÏÓ ɼ  

Ò

Ò
Ƞ ÃÏÓ   

Ò

Ò
 



 
 

 

Vetor força orientado ao longo de uma reta 

Podemos representar o vetor & (que possui mesma linha de ação do vetor 
posição) em termos de Ò.  

Podemos definir o vetor unidade Õ, que é o vetor posição normalizado: 
 
 
 

 

O vetor & é dado por: 
 
 
 

 

Exemplo 1.6   
"ÅÅÒ υΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ ςȢχ

 

O cabo de sustentação de uma torre está tracionado em 2500N. Determine (a) 
as componentes &ȟ&ȟ&; (b) os ângulos diretores.  

­ Observe que o vetor de tração age na direção da corda 

­ O vetor posição AB é conhecido "πȟψπȟπ Å !τπȟπȟσπ  
 

  

Õᴆ
Òᴆ

ȿÒᴆȿ
ḈȿÕᴆȿ

ρ 

&ᴆ &ȢÕᴆ 
 

 

&ᴆ &Ȣ
Òᴆ

Ò
&Ȣ

8 8 ąᴆ 9 9 ᴆ : : Ëᴆ

8 8 ό 9 9 ό : : ό
 



 
 

 

Òᴆ  π τπąᴆ ψπ πᴆ σπ Ëᴆ 

ȿÒᴆȿ  τπ ψπ σπ 

ȿÒᴆȿ  ωτȟστÍ  
 

­ O vetor unitário ao longo da corda é: 

 
 
 
 
 

­ O vetor de tração pode ser representado em termos do vetor unitário Õ 
 

&ᴆ &ȢÕᴆ 

&ᴆ ςυππ .
ᴆ ᴆ ᴆ

ȟ
 

 
 
 
 
 

­ Podemos obter os ângulos diretores por: 
 

ÃÏÓ ɻ
&

&

ρπφπ

ςυππ
Ḉɻ ρρυȟρЈ 

 

ÃÏÓ ɼ
&

&

ςρςπ

ςυππ
Ḉ ɼ σςȟπЈ 

 

ÃÏÓ 
&

&

χωυ

ςυππ
Ḉ χρȟυЈ 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

  

όᴆ
ὶᴆ

ȿὶᴆȿ
Ḉόᴆ

τπᴆ ψπᴆ σπὯᴆ

ωτȟστ
 

&ᴆ  ρπφπąᴆ ςρςπᴆ χωυËᴆ . 

 



 
 

 

1.6 Produto escalar 
"ÅÅÒ σΝ ÅÄȢ  0Ç ρσπ
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ  0Ç φω

 

 
Ocasionalmente, em estática, é preciso encontrar o ângulo entre dois vetores. 

O produto escalar entre os vetores ! e " é dado por: 

Onde π ʃ  ρψπЈ e o resultado é um escalar. 
Se expressarmos o produto escalar em termos das componentes cartesianas, 

teremos: 

!ᴆ Ͻ "ᴆ  !ąᴆ !ᴆ !Ëᴆ) ¹ "ąᴆ "ᴆ "Ëᴆ) 

 

!ᴆ Ͻ "ᴆ  (!" ąᴆϽąᴆ !" ąᴆϽᴆ !" ąᴆϽËᴆ 

 (!" ᴆϽąᴆ !" ᴆϽᴆ !" ᴆϽËᴆ 

   (!" ËᴆϽąᴆ !" ËᴆϽᴆ !" ËᴆϽËᴆ 

 

Notem que:  ąᴆϽąᴆ = 1.1. ÃÏÓ (0°) = 1  
 

ąᴆϽᴆ = 1.1. ÃÏÓ (90°) = 0  
 

ąᴆϽËᴆ = 1.1. ÃÏÓ (90°) = 0  
 

 
 
 

Igualando as duas equações, temos: 
 

A.B. ÃÏÓ (ʃ) = !" + !" + !" 

 

ÃÏÓ ʃ  
Ȣ

 

 

 
 

  

!ᴆ ¹ "ᴆ = A.B. cos 
ʃ ʃʃʃʃʃ ʃ 

!ᴆ Ͻ "ᴆ  !" !" !" 

ʃ  ÃÏÓ
Ȣ

 

 



 
 

 

Exemplo 1.7   
×ÅÂȢÍÓÔȢÅÄ×Ⱦ 

Determine o ângulo entre as forças  &ᴆ e &ᴆ. 

 

­ Resolução 
  

 
& ÓÅÎ τπЈϽ& 

 

& ÓÅÎ σπЈϽ&  

 

& ÃÏÓσπЈϽ&  

 
 
 

­ Como conhecemos o módulo de &ᴆe sua direção, poderíamos calcular 

&ᴆ &Ͻ
ᴆ

ȿᴆȿ
. 

­ No entanto, como queremos apenas o ângulo entre &ᴆ e &ᴆ, que é o mesmo 

ângulo entre &ᴆ e Òᴆ, podemos apenas realizar o produto escalar &ᴆϽÒᴆ : 
 

Òᴆ σąᴆ τᴆ ςËᴆ 

ȿÒᴆȿ σ τ ς  
ȿÒᴆȿ υȟσψυ Í 

 

&ᴆ σψȟσπς φτȟςχω φφȟστρ 

&ᴆ ρππ . 

 
  

&ᴆ &ᴆ &ᴆ  &ᴆ 

&ᴆ σψȟσπςąᴆ φτȟςχωᴆ  φφȟστρËᴆ 

& φτȟςχω . 

 

& σψȟσπς . 
 

& φφȟστρ . 

& ÃÏÓτπЈϽ& 
& χφȟφπτ . 



 
 

 

&ᴆϽÒᴆ &ϽÒϽÃÏÓʃ 
 

σψȟσπςąᴆ φτȟςχωᴆ  φφȟστρËᴆϽσąᴆ τᴆ ςËᴆ ρππϽυȟσψυϽÃÏÓʃ 
σψȟσπςϽσ φτȟςχωϽτ  φφȟστρϽ ς ρππϽυȟσψυϽÃÏÓʃ 

ÃÏÓʃ
ωȟυςψ

υσψȟυ
 

 

Exemplo 1.8  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ ςȢρχ

 

Determine a magnitude das componentes paralela e perpendicular à barra AB.   

 

­ O vetor unitário Õᴆ é o vetor posição normalizado: 
 

Õᴆ
Òᴆ

Ò

φąᴆ σᴆ ςËᴆ

Ѝφ σ ς
 ᵼ Õᴆ πȟψυχąᴆ πȟτςω ᴆ πȟςψφËᴆ 

 

­ Vetor orientado ao longo de uma reta: 
 

&ᴆ & ϽÕᴆ 

&ᴆ & Ͻπȟψυχąᴆ πȟτςω ᴆ πȟςψφËᴆ 
 

­ Produto escalar entre &ᴆ e &ᴆ : 
 

&ᴆ Ͻ &ᴆ & Ͻ&ϽÃÏÓɻ 

& Ͻπȟψυχąᴆ πȟτςω ᴆ πȟςψφËᴆϽσππąᴆ & ϽσππϽÃÏÓɻ 
 

­ Lembrando que: ąᴆϽąᴆ ρȠ  ąᴆϽᴆ πȠ  ᴆϽËᴆ π 
 

πȟψυχϽσππσππϽÃÏÓɻ 
ÃÏÓɻ πȟψυχ 
ɻ σρȟπЈ 

ʃ ψωЈ 

Òᴆ φąᴆ σᴆ ςËᴆ 
 



 
 

 

­ Componentes &ᴆ e &ᴆ: 
 

ÃÏÓɻ      ÓÅÎ ɻ  

 
 
 

 
1.7 Equilíbrio de partícula 

 
Vamos considerar as condições de equilíbrio de uma partícula ou um ponto no 

espaço. O ponto estará em equilíbrio ou equilíbrio estático se a força resultante 
atuando no ponto for nula. 

 
 

 
Ou que as componentes da força resultante sejam nulas: 

Uma vez que já vimos como representar uma força em 3D, e decompor as 
componentes, este processo se torna mais fácil. 

 

¶ Procedimento de análise "ÅÅÒ σΝ ÅÄȢ  0ÇȢψπ 
Devemos primeiro fazer um diagrama de corpo livre mostrando as forças que 

atuam em um dado ponto. 
 

¶ Sistema de cabos suportando uma massa M: 

Ḉ& ςυχȟρ . Ḉ& ρυτȟφ . 
 

В&ᴆ π 

В&ᴆ πᴆ Ƞ В&ᴆ πᴆ Ƞ В&ᴆ πᴆ   

В&ąᴆ В&ᴆ В&Ëᴆ πᴆ   



 
 

 

Considerando a argola uma partícula. 

 
Diagrama de corpo livre da argola, onde as forças atuando nela estão 

representadas. 
 

Exemplo 1.9 
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ ςȢτσ

 

Determine as trações nos cabos AC e BC. 

 

­ Resolução 
0 ÍϽÇ 

0 ςππϽωȟψρ 
0 ρωφς . 

 

­ Diagrama de corpo livre em C: 
 

 
 

& ȟ & ȟ 0 π 
 

ÓÅÎτπЈȢ& ÓÅÎςπЈȢ&   ρωφςπ 

 
 

Вᴻ& π 

ᴼВ& π 



 
 

 

& ȟ & ȟ π 
 

ÃÏÓτπЈȢ& ÃÏÓςπЈȢ& π 
 

&
ÃÏÓςπЈȢ&

ÃÏÓτπЈ
 

 

­ Substituindo &  na equação (I), temos: 
 

ÓÅÎτπЈȢρȟςςχȢ& ÓÅÎςπЈȢ& ρωφς 

 

& ρȟςςχȢ&  
 
 
 
 

Exemplo 1.10 
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ σȢχφ

 

Determine a força em cada cabo necessária para suportar o carregamento.  
 

 
  

& ρȟςςχȢ&  

& ρχσυȟυ . 

& ςρςωȟτ . 

ɼ   = 18,43º  
 

В&  = 0 

 



 
 

 

­ Diagrama do corpo livre no ponto C: 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

­ Abordagem Escalar 
 

( ᴼ В& π   

& ȟ & ȟ & ȟ π 

 

 

 

( ᴻВ& π   

& ȟ υπππ 

  & ÓÅÎɻ υππ 

ψ

ρπ
 & υππ 

 
 
 
 

( ᵃВ& π   

&  ÓÅÎ &  ÓÅÎɼ π 

#ÏÍÏ ɼȟ 

 
 
 
 

­ Substituindo &  na equação (I): 
 
φςυ ȢÃÏÓɻ & ȢÃÏÓɼ & ȢÃÏÓ π 

 
φ

ρπ
ȢφςυπȢωυȢ& πȢωυȢ& π 

 
 
 

 

  

&  ÃÏÓɻ &  ÃÏÓɼ &  ÃÏÓ π    ) 

 

& &  

 

­ Logo: 
 

& σωυȟςψ&   
 

 &   
ȟ

 

 
 & ρωχȟφτ .  

 
&  σωυȟςψ  &  

 

& φςυ . 

 



 
 

 

­ Abordagem Vetorial 
 

0ᴆ  υππᴆ 
 

&ᴆ   &ᴆ
ᴆ ᴆ

Ѝ
              &ᴆ   &ᴆ

ᴆ ᴆ

Ѝ
              &ᴆ   &ᴆ

ᴆ ᴆ

Ѝ
 

 
 

 

 

  

Outra maneira de resolver este problema é representar os vetores de tração 
em termos dos seus respectivos vetores unitários (όᴆa, όᴆb, όᴆd) e realizar o 
somatório das forças em cada eixo. 



 
 

 

2 Corpos Rígidos  
"ÅÅÒ σΝ ÅÄȢ  0ÇȢωψ 

 
Até aqui, estudamos a análise de forças em partículas ou simplesmente num 

ponto. 
 

 
 
Na prática, os corpos são formados por um conjunto de pontos, onde forças 

podem atuar em pontos diferentes deste corpo. 
 

 
 

Um corpo rígido é considerado um corpo que não se deforma, com rigidez 
infinita. Na prática, todos os corpos se deformam, mesmo que muito pouco. Este 
assunto será estudado em resistência dos materiais.  

 

Forças Externas e Internas 
 

Força Externa 
Representa a ação de outro ponto no corpo rígido que está sendo analisado, 

que podem ser forças aplicadas ou reativas 
 
     

 
 

Força Interna 
É a força que mantém o corpo rígido unido e é responsável por deformar o 

corpo. A relação entre as forças internas e a deformação é vista Mecânica dos Sólidos 
I. 
 



 
 

 

Forças desenvolvidas dentro dos corpos em decorrência de carregamentos 
externos. 

 
 
 
 

Observando a seção transversal 
 

Princípio da Transmissibilidade 

Este príncipio afirma que uma força 0ᴆ atuando num corpo rígido pode ser 
aplicada num ponto A ou B, ou qualquer outro ponto situado na mesma linha de ação 

da força 0ᴆ, e que os efeitos causados por 0ᴆ serão os mesmos. 
 

 
                                                       

 
 
 

2.1 Produto Vetorial 
"ÅÅÒ σΝ ÅÄȢ  0ÇȢρπσ

(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ  0ÇȢρςρ
-ÅÉÒÁÍ χΝ ÅÄȢ  0ÇȢσω

 

 
Para entendermos o efeito de uma força sobre um corpo rígido, que gera 

momento em relação a um ponto ou a um eixo (veremos na próxima seção), 
precisamos definir uma ferramenta matem§tica chamado ñproduto vetorialò. 

 
Lembrando que o produto escalar entre dois vetores é definido por: 
 

 
 
 

O produto vetorial entre os vetores !ᴆ e "ᴆ é dado por um vetor #ᴆ: 
 
 

!ᴆϽ"ᴆ !Ȣ"ȢÃÏÓʃ 

 

#ᴆ !ᴆ "ᴆ 
 



 
 

 

Onde a magnitude de #ᴆ é dada por:  
 
 
 
 
 
 
 
 

A direção de #ᴆ é perpendicular ao plano contendo !ᴆ e "ᴆ 
 

 
 
 

O sentido do vetor #ᴆ é dado pela regra da mão direita, como o vetor 

perpendicular à rotação anti-horária de ɗ de !ᴆ até "ᴆ. Logo, no exemplo acima, $ᴆ

"ᴆ !ᴆ teria sentido para baixo. 
 

Leis de Operação 
 

¶ Lei comutativa não é válida:  

 
 
 
 
 

¶ Lei associativa é válida: 

 
 
 
 

¶ Lei distributiva também é válida:  

 
 

Produto vetorial em termos dos vetores cartesianos unitários 

(ᴆ ȟᴆȟἳᴆ ) 

   
 

 

 

 

 

 

ȿ#ȿᴆ !Ȣ"ȢÓÅÎʃ 

 

#ᴆ !Ȣ"ȢÓÅÎʃϽ Õᴆc 

 

  !ᴆ "ᴆ    "ᴆ !ᴆ 
 

ὃᴆ ὄᴆ ὄᴆ ὃᴆ 
 

Á!ᴆ "ᴆ ÁȢ!ᴆ "ᴆ 

Á!ᴆ "ᴆ !ᴆ ÁȢ"ᴆ 

 

  !ᴆ "ᴆ $ᴆ) = !ᴆ "ᴆ !ᴆ $ᴆ) 
 

#ᴆ !ᴆ "ᴆ !Ȣ"ȢÓÅÎʃ Ͻ Õᴆc 
 



 
 

 

ąᴆ ąᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎπЈ π 

 

ąᴆ ᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎωπЈËᴆ 
 

ąᴆ Ëᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎωπЈ ᴆ 
 

                                            

 

ᴆ ąᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎωπЈ Ëᴆ 
 

ᴆ ᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎπЈ π 

 

ᴆ Ëᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎωπЈąᴆ 
 

                                                                    

Ëᴆ ąᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎωπЈᴆ 
 

Ëᴆ ᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎωπЈ ąᴆ 
 

Ëᴆ Ëᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎπЈ π 

 
 

Representando o produto vetorial de !ᴆ e "ᴆ em termos de ąᴆȟᴆȟËᴆ temos: 
 

#ᴆ !Ø ąᴆ !Ù ᴆ  !Ú Ëᴆ "Ø ąᴆ "Ù ᴆ  "Ú Ëᴆ 

#ᴆ !Ø ąᴆ "Ø ąᴆ !Ø ąᴆ "Ù ᴆ !Ø ąᴆ "Ú Ëᴆ  

 !Ù ᴆ "Ø ąᴆ !Ù ᴆ "Ù ᴆ !Ù ᴆ "Ú Ëᴆ  

 !Ú Ëᴆ "Ø ąᴆ !Ú Ëᴆ "Ù ᴆ !Ú Ëᴆ "Ú Ëᴆ  

#ᴆ !Ø"ØËᴆ !Ø"Úᴆ !Ù"ØËᴆ !Ù"Úąᴆ !Ú"Øᴆ !Ú"Ùąᴆ 

 

 
 
 

Esta expressão representa a expansão do determinante de uma  
matriz 3x3. 
 

O produto vetorial #ᴆ !ᴆ "ᴆ pode ser expresso por: 
 

#ᴆ
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

!Ø!Ù!Ú
"Ø"Ù"Ú

 

 
 

  

#ᴆ !Ù"Ú!Ú"Ùąᴆ !Ú"Ø!Ø"Úᴆ  !Ø"Ø!Ù"ØËᴆ 
 



 
 

 

-Ïᴆ Òᴆ &ᴆ 
 

-Ï ÒȢ&ȢÓÅÎʃ 

-Ï &ȢÄ 

 
 

Ä ÒȢÓÅÎʃ 

 

2.2 Momento de uma força em relação a um ponto 
 

O momento de &ᴆ em rela­«o a um ponto ñOò do 
corpo rígido é dado pelo produto vetorial entre o vetor 

posição Òᴆ (de O a A) e o vetor força aplicado no ponto A. 
 
                                           
 
 
 
 

        Onde vimos que a magnitude Mo é dada por:                                     
     
  
 
 
 
 
 
 
 

 

ñdò representa a dist©ncia de ñOò até a linha de ação de &ᴆ o vetor -Ïᴆ também 

pode ser representado em termos dos vetores cartesianos unitários ąᴆȟᴆȟËᴆ: 
 
 
 
 

ou 

 

 

 

 

 

 

Momento Resultante de um sistema de forças         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-Ïᴆ ÒØąᴆ ÒÙᴆ  ÒÚËᴆ &Øąᴆ &Ùᴆ  &ÚËᴆ 

 

-Ïᴆ  Òᴆ1 &ᴆ1 + Òᴆ2 &ᴆ2 

-Ïᴆ  В Òᴆi &ᴆi 
 

-Ïᴆ
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

ÒØÒÙÒÚ
&Ø&Ù&Ú

 

 



 
 

 

 

Exemplo 2.1  
"ÅÅÒ υΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ σȢς

 

Determine o momento da força em relação ao ponto B.  
 

 
 
 
 

ÒᴆA/B ςππąᴆ ρφπᴆ πąᴆ πᴆ 
 
 
 

 

&ᴆ ÃÏÓφπЈϽψππąᴆ ÓÅÎφπЈϽψππᴆ 
 

 
 

-ᴆB πȟςąᴆ πȟρφᴆ  τππąᴆ φωσᴆ    ąᴆ ąᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎπЈ π 

-ᴆB πȟςąᴆ τππąᴆ  πȟςąᴆ φωσᴆ    ᴆ ᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎπЈ π 

              πȟρφᴆ τππąᴆ + πȟρφᴆ φωσᴆ                    ąᴆ ᴆ ρ Ͻρ ϽÓÅÎωπЈËᴆ  

-ᴆB πȢςρ Ͻφωσ ϽËᴆ  πȢρφ Ͻτππ Ͻ Ëᴆ           ᴆ ąᴆ Ëᴆ 

-ᴆB ρσφȟψËᴆ φτȟπËᴆ .ϽÍ                                        

-ᴆB  ςπςȟφ .ϽËᴆ  
 
 
 
 
 

O momento -ᴆB é perpendicular ao plano e aponta para dentro do quadro.  
 

Exemplo 2.2 
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ τȢτ

 

Determine a resultante dos momentos em relação ao ponto  O.

-Âᴆ  ÒᴆA/B &ᴆ 
 

ÒᴆA/B πȟςąᴆ πȢρφᴆ [m] 

&ᴆ  τππąᴆ φωσᴆ [N] 

-ᴆ  ςπσ .ϽÍ 

 

&ᴆ τπąᴆ ςπᴆ φπËᴆ . 

&ᴆ τπąᴆ σπᴆ ψπËᴆ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 



 
 

 

-ᴆ  В Òᴆ  &ᴆ  
 

 
 

-ᴆ
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

υ π π
τπςπ φπ

 
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

υ ς τ
τπ σπψπ

 

 
 

-ᴆ υϽςπ Ëᴆ φπϽυ ᴆ ςϽψπąᴆ τϽτπ ᴆ σπϽυ Ëᴆ ςϽτπ Ëᴆ   

            σπϽτ ąᴆ ψπϽυ ᴆ  
 
 
 
 

ÃÏÓɻ
- ȟ

-
 
τπ

χψȟρ
 

 
 

                                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

-ᴆ/ υąᴆ τπąᴆ ςπᴆ φπËᴆ υąᴆ ςᴆ τËᴆ τπąᴆ σπᴆ ψπËᴆ 

 
ou 
 

-ᴆ/

ąᴆ ᴆ Ëᴆ

Ò Ò Ò

& & &

 
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

Ò Ò Ò

& & &

 

-ᴆ/  τπ φπ σπ 

                                                

 -ᴆ/ χψȟρ .ϽÍ 

 

-ᴆ/   Òᴆ!  &ᴆ ÒᴆȾ &ᴆ 

Òᴆ υąᴆ    

Òᴆ υąᴆ ςᴆ τËᴆ  
 

-ᴆ/  τπąᴆ φπᴆ σπËᴆ .ϽÍ 

ɻ ρςπȟψЈ 



 
 

 

2.3 Princípio dos Momentos (Teorema de Varignon)  
 
Foi desenvolvido por um matemático francês chamado Varignon, no século 

XVII. [Hibbeler 13ª Ed. Pg. 128] 
Afirma que o momento produzido por uma força em torno de um ponto é igual 

ao momento produzido pelas componentes desta força em relação ao ponto.  
Este princípio pode ser conferido através da Lei distributiva de um ponto 

vetorial: 
 

       
 
 

 

As componentes de &ᴆ podem possuir qualquer direção, 

qualquer direção, com &ᴆ e &ᴆ,   por exemplo. 
 

 

Em problemas bidimensionais é geralmente mais simples decompor o vetor &ᴆ 
ao longo dos eixos coordenados (x,y):  

 
 

      O momento das componentes Ὂᴆ e Ὂᴆem 

torno de 0 é:  
 

-ᴆ   Òᴆ  &ᴆ Òᴆ  &ᴆ 

 
 

-ᴆ  ÒϽ &Ͻ ÓÅÎʃ ɀËᴆ ÒϽ &ϽÓÅÎɻ Ëᴆ  

-ᴆ   &ȢÙȢËᴆ  &ϽØϽËᴆ                      

 
  
 

 

ÓÅÎʃ   , logo y= senq. r  

 

        ÓÅÎɻ   , logo x= sena. r 

  

-ᴆ/  Òᴆ  &ᴆ  Òᴆ &ᴆρ &ᴆς  Òᴆ  &ᴆρ  Òᴆ  &ᴆς 

Componente 
perpendicular 
com sentido 
negativo (para 
dentro do papel) 

Componente 
na direção 
perpendicular 
ao papel, no 
sentido positivo 

 



 
 

 

Exemplo 2.3  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ

0ÒÏÂÌÅÍÁÓ &ÕÎÄÁÍÅÎÔÁÉÓ τȢψ
 

Determine o momento resultante produzido pelas forças em torno de O. 
                                                                                                   

&ᴆ  &ȟąᴆ  &ȟᴆ 

 
 
 
 
 
 

&ᴆ &ȟąᴆ  &ȟᴆ 

 

 
 
 
 

&ᴆ τππσππąᴆ σππυρωȟφᴆ 
 
 
 
 

-ᴆ  Òᴆ  & ᴆ 

 

-ᴆ  
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

πȟτςυ πȟςυ π
χππ ςρωȟφ π

 

 

ou 
 
 

Através do Teorema de Varignon 
 

 
                 - ȟ χππϽπȟςυ v  ςρωȟφϽπȟτςυv 

- ȟ ςφψȟστ .ϽÍ v   [para dentro do papel] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

&ᴆ  
τ

υ
Ͻυππąᴆ

σ

υ
Ͻυππᴆ 

&ᴆ ÃÏÓφπЈϽφππąᴆ  ÓÉÎφπЈϽφππ ᴆ 

&ᴆ χππąᴆ ςρωȟφᴆ 



 
 

 

 

 2.4 Momento de uma força em relação a um eixo  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ0ÇȢρσω
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ0ÇȢωχ
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ0ÇȢχυ

 

 

  Estamos interessados em conhecer o 

momento produzido pela força &ᴆ em torno Do 
eixo OL (definido por um vetor qualquer ou 2 
pontos). 

Podemos primeiramente calcular o 

momento da força &ᴆ em torno do ponto O 
(ponto qualquer ao longo do eixo): 

 
 
 
 
 

onde -ᴆ é um vetor perpendicular ao plano formado entre Òᴆ e &ᴆ com sentido de acordo 
com a regra da mão direita. Se conhecemos o eixo OL, conhecemos o vetor unitário 

Õᴆ que indica a direção de OL. Se aplicarmos o produto escalar entre -ᴆ e Õᴆ  
podemos obter o ângulo entre os dois vetores e, consequentemente, a projeção de 

-ᴆ ao longo do eixo OL, dado por -ᴆ . 
 

 
 
 
 
 

onde,   - ϽÃÏÓʃ -     é a magnitude -ᴆ , com direção Õᴆ .  
 

Logo, -  -ᴆϽÕᴆ   Ÿ -  Òᴆ &ᴆϽÕᴆ  

                       
 
 
 
 
 E o vetor completo: 
 
        
 
 
 
 

Desta forma, a magnitude de -ᴆ  pode ser expressa por: 
 

-ᴆ  -ᴆϽ Õᴆ  

 

-ᴆ  Òᴆȟ &ᴆϽÕᴆ  

-ᴆ - Ͻ Õ    
                                                                       

-ᴆ Òᴆ &ᴆϽÕᴆ Ͻ Õᴆ  

 

-ᴆ  Òᴆ  &ᴆ 

-ᴆϽÕᴆ  -ᴆ ϽȿÕᴆ ȿϽÃÏÓʃ 

-ᴆϽÕᴆ  - ϽÃÏÓʃ 

Produto Vetorial Produto Escalar 



 
 

 

 
 
 
 
 

-ᴆ  ÒȟϽ& ÒȟϽ& ąᴆ ÒȟϽ& ÒȟϽ& ᴆ ÒȟϽ& ÒȟϽ& Ëᴆ 

ϽÕ ȟ ąᴆ Õ ȟ ᴆ Õ ȟ Ëᴆ 

 
 

Como !ᴆϽ"ᴆ !Ͻ"ÃÏÓʃ , todos os produtos ąᴆϽᴆȟ   ąᴆϽËᴆȟ   ᴆϽąᴆȟ   ᴆϽËȟᴆËᴆϽąᴆȟ    ËᴆϽᴆ 

serão nulos, e ąᴆϽąᴆ  ᴆϽᴆ ËᴆϽËᴆ ρ . Logo, 
 

                                                                 ou 
 
 
 
 
 
 

E a direção de - ᴆ é dada por:   

 
Onde Òᴆ ÒȟᴆϽąᴆ ÒȟᴆϽᴆ ÒȟᴆϽÚᴆ é um vetor posição entre um ponto qualquer 

ao longo do eixo OL e o ponto de aplicação da força &ᴆ. 
 
 

Exemplo 2.4 
&τρφ (ÉÂȢρσΝ ÅÄȢ

!ÄÁÐÔÁÄÏ
 

Determine a magnitude do momento que a força &ᴆ exerce em relação ao eixo y. 
 
 

 
 
 

Òᴆ  τąᴆ ςᴆ σËᴆ Í 

 
 
 
 

-ᴆϽÕᴆ - ϽρϽÃÏÓ Ø 

 

-ᴆ
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

Òȟ Òȟ Òȟ
& & &

Ͻ Õ ȟ ąᴆ Õ ȟ ᴆ Õ ȟ Ëᴆ 

-ᴆ  Õ ȟÒȟϽ& ÒȟϽ& Õ ȟ ÒȟϽ& ÒȟϽ& Õ ȟÒȟϽ& ÒȟϽ&  

ὓᴆ

ό ȟ ό ȟ ό ȟ

ὶȟ ὶȟ ὶȟ
Ὂ Ὂ Ὂ

 -ᴆ

Õ ȟ Õ ȟ Õ ȟ

Òȟ Òȟ Òȟ
& & &

 

-ᴆ - ᴆ - ϽÕᴆ 

&ᴆ ςπąᴆ υπᴆ σπËᴆ . 

 

-ᴆ Òᴆ &ᴆ 
 

-ᴆϽÕᴆ -  



 
 

 

 

­ O vetor unitário Õᴆ é ᴆ.  Logo, 

 

          - -ᴆϽ  Õᴆ  O                                                          

 

- Òᴆ &ᴆϽÕᴆ 

 

-

É Ê Ë
Ò Ò Ò

& & &
ϽÕᴆ

Õȟ Õȟ Õȟ
Òȟ Òȟ Òȟ
& & &

 

 
                                                                      
 
 
 

-
π ρ π
τ ς σ
ςπυπσπ

φπ ρςπ 

 
 

                              
 

 O vetor -ᴆ é dado por: 
 
  

vetor unitário do eixo 

Como  Õᴆ ᴆ ȟÕȟ Õȟ π 

-ᴆ  - ϽÕᴆ                                                          

-ᴆ ρψπᴆ 

- -ᴆ ρψπ.ȢÍ 



 
 

 

2.5 Momento de um Binário  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ   0ÇȢ  ρτψ
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  ρπψ
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ   0ÇȢ  υπ

  

 

Duas forças &ᴆ e &ᴆ , com mesmo módulo, linhas de ação paralelas e sentidos 
opostos formam um binário. 

 
     Notem que a soma vetorial das forças é nula: 
 
                                                         
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Portanto, não ocorre translação ao longo de x 
ou y. No entanto, este binário tende a rotacionar o 
corpo. Podemos encontrar o valor do binário como a 
soma dos momentos gerados pelas duas forças em 
relação à qualquer ponto arbitrário, mesmo fora do 
corpo. 

 
                                                    
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ou, em termos do vetor posição Òᴆ entre os pontos A e B: 
                            
 
 
 

 
 
 
 
 

-ᴆ Òᴆ &ᴆ Òᴆ &ᴆ 

-ᴆ Òᴆ Òᴆ &ᴆ 
 

-ᴆ Òᴆ &ᴆ 

Binário 
para 

dentro 

В&ᴆ π 



 
 

 

ÓÉÎʃ
Ä

Ò
 

 

Desta forma, podemos observar que o momento de um binário ou binário 
depende apenas da força e das distâncias entre os pontos de aplicação das forças. 

 
Onde: 

 
 
 
                   

  
 
 
 

ñdò ® dist©ncia perpendicular entra as linhas de a­«o. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Binário equivalente 
Se dois binários produzem um momento de mesma magnitude e direção, estes 

são ditos equivalentes.  
 

 

- &ϽÂ   
- &ϽÁ  
Se - -  Obinários equivalentes 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

O vetor ὓᴆ será perpendicular ao plano 
contendo os dois vetores força e neste 
exemplo possui sentido para dentro do 
quadro. 
 

Quanto menor a 
distância, mais força é 
exigida. 

-ᴆ ÒϽ&ϽÓÉÎʃ 

Ä ÒϽÓÉÎʃ 

-ᴆ &ϽÄ 



 
 

 

Representação de binários 
Binários são representados por vetores com um símbolo indicando a rotação 

do binário. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

¶ Em qualquer ponto deste corpo, o momento 
resultante é:   
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Nota: Um momento binário ou simplesmente binário é um vetor que depende 
apenas da distância entre as forças paralelas (mesma magnitude e sentidos 
opostos) e causa o mesmo efeitao rotacional independente de onde o binário seja 
aplicado no corpo rígido. 
 

- &ϽÄ 



 
 

 

Exemplo 2.5 
&τρωȟ(ÉÂȢρσΝ ÅÄȢ 

Determine a resultante dos binários atuando na viga 
 
Podemos resolver este problema de 
maneira:  
 

­ Escalar: obtendo a distância 
perpendicular entre as forças que formam 
os binários.  

­ Vetorial: produto vetorial entre os 
vetores posição e força. (Sendo ñdò 
distância perpendicular). 

 
 

­ Onde Ä é a distância perpendicular. 
 
 

 

В-ᴆ -ᴆ -ᴆ -ᴆ   
 

В-ᴆ τππϽςËᴆ ςππϽπȟςËᴆ σππϽυËᴆ  
 

-ᴆ χτπ Ëᴆ .ϽÍ    

ÐÁÒÁ ÄÅÎÔÒÏ ÄÏ ÐÌÁÎÏ  
 

 

Exemplo 2.6  
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ

3ÁÍÐÌÅ ÐÒÏÂȢσȢφ
 

Determine as componentes do binário equivalente aos dois binários. 
 

 
 
 

-ᴆ Òᴆ &ᴆ 

-ᴆ πȟτυᴆ ρυπËᴆ 

-ᴆ ÒᴆϽ&ᴆ 

-ᴆ &ϽÄ 

-ᴆ -ᴆ -ᴆ 



 
 

 

 
 

(ou resolve-se pelo determinante) 
 

-ᴆ Òᴆ &ᴆ 
 
 
 

-ᴆ ςςȟυᴆ ąᴆ σπËᴆ ąᴆ 

-ᴆ ςςȟυ Ëᴆ σπᴆ 

 
 
 

 
 

­ Outra maneira de se obter -ᴆȡ 
 

-ᴆ
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

π πȟςςυ πȟσ
ρππ π π

 πȢσϽρππᴆ ρππϽπȟςςυËᴆ 

 

 
Ÿ Análise fisicamente de acordo com a regra da mão direita 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O momento resultante 

-ᴆ -ᴆ -ᴆ é 

-ᴆ φχȟυąᴆ σπᴆ ςςȟυËᴆ .ϽÍ 

-ᴆ πȟςςυᴆ πȟσËᴆ ρππąᴆ 

-ᴆ σπᴆ ςςȟυËᴆ .ϽÍ 

-ᴆ φχȟυ ąᴆ 



 
 

 

2.6 Redução de um sistema de forças e um binário 
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  ρφρ
"ÅÅÒ υΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  ρςσ
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ    0ÇȢψψ

  

 
É possível reduzir ou simplificar um dado sistema de forças em um corpo rígido 

sem alterar os efeitos externos em um dado ponto do corpo rígido. 
 

Podemos construir um sistema 
equivalente de força e binário atuando apenas 
no ponto ñOò, de tal maneira que os efeitos de 
translação e rotação no ponto ñOò sejam 
idênticos ao efeito com o sistema original de 
forças e binários, 

 
 

Sistema equivalente de força e binário 
no ponto O. 

 

onde В -ᴆ é o somatório vetorial dos momentos gerados pelas ȰÎÆͼ forças em 

torno do ponto ñOò:   -ᴆ = Òᴆ x &ᴆ;    e  В -ᴆ é a soma vetorial dos momentos dos 

binários. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

-ᴆ = Òᴆ x &ᴆ 

&ᴆȟ В &ᴆ  
 

-ᴆȟ В -ᴆ В -ᴆ   

Note que temos uma equivalência única para cada 
ponto do corpo rígido, pois os vetores posição ὶᴆ são 

alterados. 



 
 

 

Exemplo 2.7  
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ
3ÁÍÐÌÅ ÐÒÏÂ ςȾρχ

 

Determine um sistema equivalente de for­as e momentos no ponto ñOò.  
            
 
 
 
 
 

&ᴆȟ = (-50 + 500 -300 +200) ᴆ 
 

&ᴆȟ συπ ᴆ. 

 
 
 
 
 
 

 

-ᴆȟ πȟυąᴆ πȟσυËᴆØ υπᴆ  πᴆ Øυππᴆ πȟυąᴆØ 

πȟσυËᴆØ σππᴆ  

 

-ᴆȟ ρχȟυąᴆ ςυËᴆ ρππËᴆ ρπυąᴆ  

 
 

Se quis®ssemos um sistema equivalente ao ponto ñOò com apenas uma for­a 

resultante, devemos garantir que essa força, com vetor posição Òᴆ, exerça um 

momento -ᴆȟ ψχȟυąᴆ ρςυËᴆ em torno do ponto ñOò. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-ᴆȟ Òᴆ  Ø &ᴆȟ  

ψχȟυąᴆ ρςυËᴆ Øąᴆ Ùᴆ ÚËᴆØ συπᴆ 

ψχȟυąᴆ ρςυËᴆ συπØËᴆ συπÚąᴆ 

&ᴆȟ В &ᴆ  

-ᴆȟ В -ᴆ В -ᴆ   
 

  -ᴆ = Òᴆ x &ᴆ = (Ò.&ȢÓÅÎɗ)). Õᴆ 

-ᴆȟ ψχȟυ ąᴆ ρςυËᴆ .ȢÍ 



 
 

 

Logo, ψχȟυ συπØ e ρςυ συπÚ 
 

 
 

 
 

Exemplo 2.8  
&τςωȟ(ÉÂȢρσΝ ÅÄȢ 

Determine o sistema equivalente força-bin§rio no ponto ñoò.  
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

&ᴆȟ  = &ᴆ  &ᴆ  
 

 
 

-ᴆȟ В -ᴆȟ В -ᴆÉ  
 

-ᴆȟ Òᴆ  Ø &ᴆ Òᴆ  Ø &ᴆ  
 

-ᴆȟ ρȟυąᴆ ςᴆ ËᴆØ σππąᴆ ρυπᴆ ςυπËᴆ ςᴆ ËᴆØ τυπËᴆ  

 
ou 

 

-ᴆȟ  
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

ρȟυ ς ρ
σππρυπςππ

 + 
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

π ς ρ
π π τυπ

 

 

-ᴆȟ τππąᴆ σππᴆ ςςυËᴆ φππËᴆ ρυπąᴆ σππᴆ ωππąᴆ 
 

 

Ø  πȟσυχÍ 
 

Ú πȟςυπÍ 
 

Òᴆ = πȟσυχąᴆ πȟςυπËᴆ Í 

&ᴆȟ  = σππąᴆ ρυπᴆ ςυπËᴆ. 
 

-ᴆȟ φυπąᴆ σχυËᴆ .ȢÍ 



 
 

 

&ᴆ  = σχȟωτχąᴆ ρςȟφτωËᴆ Ë. 

&ᴆȟ  = ςπąᴆ σχȟωυᴆ ρςȟφυËᴆ Ë. 

-ᴆ  = συËᴆ Ë.ȢÍ  

Exemplo 2.9  
Determine o sistema equivalente força-bin§rio no ponto ñAò.  

 
Solicitações atuantes 

 
Precisamos determinar o vetor                       

 unitário ao longo de &ᴆ . 
 

Òᴆ   = σᴆ  Ëᴆ 

Õᴆ  
ᴆ  

ȿᴆ  ȿ
ḈÕᴆ  

ᴆᴆ

Ѝ
 

 
 

&ᴆ = & ϽÕᴆ  τπ Ͻ πȟωτψχąᴆ πȟσρςςËᴆ 
 
 
 
 

 Momento binário no ponto C: -ᴆ possui apenas direção em z, com sentido 
anti-horário, ou negativo segundo o eixo z. Logo, 

 
 
 
 

­ Força Resultante no ponto A:    
 

&ᴆȟ  = &ᴆ  &ᴆ   

&ᴆȟ  = ςπąᴆ σχȟωυᴆ ρςȟφυËᴆ 

 
 

                          
 

­ Momento Resultante no ponto A: -ᴆȟ  
 

-ᴆȟ -ᴆ ÒᴆØ &ᴆ ÒᴆØ &ᴆ  

 
 
 
 
 
 
 
 

&ᴆ  = ςπąᴆ Ë. 

Õᴆ   =  πȟωτψχᴆ πȟσρςςὯᴆ 

Momento provocado 
pela força de 20 kN 

Momento provocado 
pela força de 40 kN 



 
 

 

Òᴆ Ëᴆ  Í  e Òᴆ ςąᴆ σᴆ Ëᴆ  Í  

Onde Òᴆ e Òᴆ são os vetores posição entre o ponto de análise A e os pontos de 
aplicação das forças. Logo: 

 
 
 
 

-ᴆȟ συËᴆ
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

π π ρ
ςππ π

 + 
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

ς σ ρ
π σχȟωυρςȟφυ

 

 
 

-ᴆȟ συËᴆ ςπᴆ σχȟωυąᴆ χυȟψωυËᴆ σχȟωυąᴆ ςυȟςωψᴆ 

 

 
 
 
 

  

-ᴆȟ τυȟσπᴆ τπȟωπËᴆ Ë.ȢÍ 

 
 



 
 

 

3. Equilíbrio de Corpos Rígidos 
"ÅÅÒ σΝ ÅÄȢ    0ÇȢςρυ

(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ   0ÇȢρωω
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  ρπω

 

 
Vimos anteriormente que um corpo rígido submetido a uma série de forças e 

momentos de binário podem ser reduzidos à apenas uma força concentrada &ᴆr e um 

binário -ᴆr,o em torno de um ponto O. 
 
 
 
 
 
 

 

&ᴆ В &ᴆ  

-ᴆȟ  В Òᴆ &ᴆ  В -ᴆ  

 
As condições necessárias e suficientes para o equilíbrio de um corpo rígido são 

obtidas ao impor que: 
 

 
 
 

Onde o ponto O pode ser tomado como qualquer ponto na estrutura. Logo, 
 
 
 
 

Decompondo cada força e momento em termos das componentes cartesianas, 
temos: 

 
 
 
 
 
 
 
 

Notem que estamos assumindo forças e momentos em corpos rígidos, ou seja, 
eles permanecem rígidos e não se deformam ao serem submetidos à carregamentos. 
Na prática, para alguns materiais a deformação deve ser levada em consideração, 
pois: 

 

¶ Variação na direção das forças   

¶ Variação dos vetores posição 
 
 

   &ᴆ π -ᴆȟ π 

     В&ᴆ πᴆ         В-ᴆ πᴆ  

В-ᴆ  π  
 

В&ᴆ π  

В&ᴆ π  

 

В-ᴆ π  

 
В&ᴆ π  

 
В-ᴆ π  

 



 
 

 

Para materiais rígidos (aço, concreto), os níveis de deformação são baixos e 
podemos desconsiderar esses dois efeitos. 

Para aplicar as equações de equilíbrio, devemos primeiramente identificar as 
forças que agem no corpo. Fazemos isso através do Diagrama de Corpo Livre (DCL), 
onde isolamos o corpo e posicionamos as forças externas (aplicadas e reativas) e os 
momentos externos. 
 

 
 

 

 
 
 

3.1 Reações nos Vínculos em 2D 
 
Vínculos são elementos que impedem o deslocamento de um ponto em um 

elemento estrutural. Os vínculos ou apoios são utilizados para conectar a estrutura do 
solo ou a outros corpos, restringindo, assim, seus movimentos sob a ação de forças. 

As cargas tendem a mover a estrutura, mas os apoios impedem os movimentos 
exercendo forças opostas ou reações, mantendo assim as estruturas em equilíbrio. 

Um apoio que impede a translação de uma estrutura em determinada direção 
exerce uma força de reação sobre a estrutura nesta direção. Do mesmo modo, um 
apoio que impede a rotação da estrutura exerce um momento de reação sobre o 
mesmo eixo. 

Imagine esta lapiseira, podendo estar: 

¶ apoiada: apenas reação de força vertical; 

¶ articulada ou rotulada (por pinos), onde pode rotacionar livremente, mas possui 
reações de força horizontal e vertical; 

¶ engastada-livre: reações horizontais e verticais de força e reação de momento, 
pois a rotação é impedida. 
Os tipos de apoios ou vínculos normalmente utilizados em estruturas planas 

serão ilustrados a seguir. 
 

Rolete, superfície lisa ou pino deslizante 
Este é um vínculo também chamado de articulado móvel, pois permite o giro, 

assim como o deslocamento em uma direção. 

 
  

Realizar o DCL de um corpo é de fundamental 
importância para a resolução de problemas em 
Mecânica. 

Apoio simples ou de 1º gênero 



 
 

 

Aplicado em pontes rodoviárias, pórticos, etc.  
 
Sem liberação de translação horizontal, tensões são adicionadas. Com os 

apoios móveis, as dilatações não influenciam os pilares. 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
Símbolos ou Representação: 
 
 
 
 
 

 
 

Articulação, rótula ou pino 
O vínculo que permite apenas o giro ou rotação relativa e impede os 2 

movimentos de translação e denominado vínculo articulado fixo. 
 
Aplicações: 

 

¶ Conexão viga-viga 
 

 
¶ Conexão pilar-viga: 

 
 



 
 

 

¶ Símbolos ou Representação: 
 

 
 

Engastamento ou apoio fixo (rebitada, parafusada, soldada, etc) 
O engastamento perfeito leva a restrição de todos os graus de liberdade da 

estrutura no vínculo. 
Para produzir uma condição de engastamento na base de uma coluna de aço, 

o projetista deve especificar uma placa base de aço grossa, reforçada por parafusos 
de ancoragem fortemente tensionados. 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vista superior da ligação: 
 

 
 

Ÿ Os parafusos de ancoragem das mesas do perfil garantem o impedimento 
da rotação. 

 
 

Outras alternativas: soldagem ou aterramento 
 
 
 

Também chamado de 
apoio de 3º gênero. 

 
 
 
 

Observação: se somente a alma 
do perfil l estivesse fixa, a rotação 
estaria liberada. 

 



 
 

 

Ҧ Símbolos ou Representação: 

 
Ҧ Reações com 3 Incógnitas   

 

Membro fixo deslizante sobre haste lisa 

 

Cabos ou hastes 
    
       

 
 
 

 

Ҧ Reação na direção do cabo com uma incógnita, sendo 2ᴆ com linha de ação 
conhecida.  

 
 
 
 
 
Exemplos de DCL  
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  ρψψ 

 

¶ Treliça plana 
 

 
 

 
 
 
 

Os sentidos das reações na treliça são arbitrários 
 



 
 

 

¶ Viga engastada  
 

 
 
 
 
 
 

¶ Bloco apoiado 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

3.2 Tipos de estrutura 
 
Existem 3 tipos de estrutura quanto ao número de reações 

 

Isoestática  
Quando o número de reações é igual ao número de equações de equilíbrio 

(problema estaticamente determinado). 
 

3 reações e 3 equações de equilíbrio 
( В- ȟВ&ȟВ& )  

 
Podemos determinar estas equações! 

 
 
 
 
 
 

Hipoestática  
Quando o número de reações é menor que o número de equações de equilíbrio. 

Neste caso, só há impedimento de movimento vertical, a viga está livre para mover-

se horizontalmente. Logo, só ocorrerá equilívrio se &x π. 
 
 

2 reações e 3 equações de 
equilíbrio 

 
 
 
 
 



 
 

 

2 2 ςφπ 

2 

Hiperestática  
Quando o número de reações é maior que o número de equações de equilíbrio. 

Neste caso, não é possível determinar as reações apenas com as 3 equações de 
equilíbrio. Chamamos este problema de estaticamente indeterminado. 

É possível resolver estes problemas utilizando 
equações adicionais de deformação/deflexão e inclinação, 
como será visto em Resistência dos Materiais. 

 
 
 

 

Exemplo 3.1  
%ØȢςȢρȟ!ÒÃÁÎÊÏ 

Calcule as reações nos apoios da viga simplesmente apoiada. 
 
 

Realizamos, primeiramente, o DCL da 
viga AB, isolando-a e identificando as forças 
agindo sobre ela. 

 
 

Note que em B temos somente 2  (restrição de 

movimento na direção vertical), pois a viga pode girar e 
transladar totalmente em B. O mesmo aconteceria caso 
o ponto B da viga estivesse apoiado em uma superfície 
sem atrito. 

 
Este é um problema estaticamente determinado, pois é uma viga isostática: 3 

reações. 
 

Aplicando as equações de equilíbrio: 
 
 
 
 

Não existe força horizontal para ocorrer alguma resistência. 
 
 
 
 

( ᴻВ& π  

2 ρππρφπ2 π 

 

 

Uma equação e duas variáveis! 

 
Devemos realizar o somatório de momentos em torno de um ponto específico, 

В&Ø   π   2Ax  π   

В&Ù   π   



 
 

 

2 ςππ . 

de preferência o ponto com maior número de reações ou forças. 
 
  
 

Ḉ 
ςππρππϽρ ρφπϽρȟυ 2 Ͻς π 

 
 

 
 

Substituindo 2  em (I): 

 
Obs.: Qual o significado do sinal negativo? Indica que o sentido da força atua 

no sentido oposto ao estabelecido. 
 

 

Exemplo 3.2  
%ØȢυȢχȟ(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ 

Determine as componentes da reação no ponto A  
 

 
 
 
 
 
 
 

Aplicando as equações de equilíbrio: 
 

ᴼ В& π Ḉ ÓÅÎ σπЈϽ2 2 π ) 
 

Вᴻ& π Ḉ ÃÏÓσπЈϽ2 2 φπ π )) 

 

ᵥВ- π Ḉ 2 Ͻπȟχυ ρϽφπ ωπ π 
 
 

 
 
Problema estaticamente determinado. 
 

Ҧ  Substituindo 2  em (I): 

 

ÓÅÎ σπЈ Ͻςππ2 π 

ᵥ В-A  π   

2 ςχπ . 

Método para checar o resultado 

ᵥ В- π 

2 Ͻς ςππρππϽρȟπ ρφπϽπȟυ π 

ςπ ςππρππψπ π  

Ok! 

2 ρππ . 

2 ρπ . 



 
 

 

Ὑ υȟσσ ὔ

Ὑ ςπȟπ ὔ
 

Ҧ Substituindo 2  em (II): 

 
ÃÏÓσπЈϽςππ2 φπ π 

 

 

Exemplo 3.3  
%ØȢσȢτȟ-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ 

Determine a magnitude da tração no cabo e da força no pino A. Considere uma 
viga com massa de 95 kg por metro de comprimento. 
 
 
 

DCL da viga AB: sempre 
recomendá-vel realizar o 
DLC do membro sujeito 
aos carregamentos exter-
nos! 

 
 
 

 

0 ωυȟυȢωȟψρ 

0   τφυωȟψ. 

ᴼ В& π Ḉ ÃÏÓςυЈȢ4 2 π ) 

Вᴻ& π Ḉ ÓÅÎςυЈϽ4 2 ρπ τȟφυωψ π )) 

ᵥВ- π Ḉ 2 ÓÅÎςυЈȢ4 ρπ τȟφυωψπ 

 
 

 
Ponto com mais incógnitas 

 
 
Ҧ A força total atuando no pino é: 

 

2 ςπ υȟσ ςπȟχρ . 

 
 
 
Ҧ Substituindo T em ) e )): 

 
 
 
 
 
 

 

2 ςσσ . 

4 ςςȟπψ . 



 
 

 

Exemplo 3.4  
Calcule as reações nos apoios da viga: 

 
 
 
 
 
 
 
 

Este é um problema de articulação, onde devemos fazer o DLC de cada corpo e 
colocar as forças no pino articulado. Por ação e reação as forças devem atuar em 
sentidos opostos, pois não há força externa em B. 

 

­ Barra AB 
 

ᵤВ- π Ḉ 2 Ȣσ ρυȢρ π 

 
2 υ +. 

 
Вᴻ& π Ḉ 2 ρυ 2 π 

 
2 ρπ +. 

 

ᴼ В& π Ḉ 2 2 π )) 
 
 

Substituindo 2  em )), 
 

2 ρσȟσ +. 
 
 

­ Barra BC 
 

ᵤВ- π Ḉ 2 Ȣτ 2 Ȣσ π ) 

 
Вᴻ& π Ḉ 2  2 π 

 
2 ρπ +. 

 
 

Logo, substituindo 2  em ). 

 

2 ρσȟσ +. 
 
 

ᴼ В& π Ḉ 2 2 π 
 

2 ρσȟσ +. 



 
 

 

3.3 Membros de duas forças 
 
Um caso muito comum, na prática são corpos rígidos submetidos a (apenas) 2 

forças. Neste caso, para satisfazer as equações de equilíbrio (В& π) e (В-ᴆ π), 
as duas forças devem ter o mesmo módulo, direção ou linha de ação e sentidos 
opostos.   
 

Observe que no exemplo anterior a força resultante 

no ponto C: 2  2  2   é oposta à  2  2  2 . 

 
 
   

 
Consequência das equações 
de equilíbrio! 
 
 
 

Exemplo 3.5  
&υτȟ(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ 

Determine as componentes da reação em A.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ᵤВ- π 

- ςππÃÏÓφπЈȢσ ρ ςππÃÏÓφπЈȢσ ς ςππÃÏÓφπЈȢσ σ

ÓÅÎσπЈȢτππȢÃÏÓφπЈȢσ σ ÃÏÓσπЈȢτππÓÅÎφπЈȢσ π  

- σωππ .ȢÍ 

 

ᴼ В& π Ḉ ÃÏÓσπЈȢτππ2 π  

2 στφ . 

Вᴻ& π Ḉ 2 σȢςππÓÅÎσπЈȢτπππ  

2 ψππ .  

É sempre recomendável realizar o equilíbrio dos momentos primeiro e em torno 
do ponto com maior número de incógnitas. 

 



 
 

 

3.4 Reações nos vínculos em 3D  
 
Para problemas em 3D devemos satisfazer as condições de equilíbrio nos 3 eixos 
coordenados: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Portanto, os vínculos de uma estrutura devem ser analisados nas 3 dimensões.  
 

¶ Apoios esféricos, superfície lisa (sem atrito) e cabos impedem a translação em 
apenas uma única direção. 

 
 

¶ Roletes sobre superfície lisa, rodas sobre trilho impedem a translação em 2 
direções. 
 

 
 

 
 
 
 
 

 

¶ Superfície rugosa e junta esférica ou rótula restringe as transalações nas 3 
direções. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

В&Ø   π   

В&Ù   π   

В&Ú   π   

В-Ø   π   

В-Ù   π   

В-Ú   π   



 
 

 

¶ Apoio fixo ou engastamento (restrições de translações e momento). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

¶ Dobradiças e mancais: Restringem translações e momentos dependendo da 
configuração. 

 

 
 

­ Pode transladar e rotacionar sem resistência ao longo de x. 
 

­ Mancais de deslizamento com anel de bloqueio: visa bloquear o deslocamento 
axial do eixo. Logo, possibilita apenas rotacionar ao longo do eixo x. 

 

­ Dobradiças seguem o mesmo princípio. 
 
Estabeleça as reações do exemplo a seguir: 
 

 
 



 
 

 

Exemplo 3.6  
 (ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ υȢρω

 

A haste AB está sujeita a uma força de 200 N no ponto C. Determine as reações 
da junta esférica A e as tensões nos cabos BD e BE.  
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

­ Diagrama de corpo livre  
(5 variáveis) 

 
 

­ Vista plano (x,z) 
 

 



 
 

 

 

­ Abordagem escalar: 
 
ρ ᴼ В& πḈ4 2 π  

 
ς Вᴻ& πḈ2 ςπππ  

 
σᵃ В& πḈ4 2 π  

 
τВ- ȟ πḈπȟυϽςππςϽ4 π  

 
υВ- ȟ πḈρϽ4 ςϽ4 π  

 
φВ- ȟ πḈ ςππϽρ ςϽ4 π  

 
 
(1) 2  ρππ.  
 
(2) 2 ςππ. 

 
(3) 2 υπ. 
 
(4) 4 υπ. 
 
(5) 4  ρππ. 
 
(6) 4  ρππ. 

 

Verificação dos resultados no Ponto B 

χВ- ȟ πḈ ςππϽπȟυ ρϽ2  ςϽ2  π  

 
 

­ Abordagem vetorial: 
 

 
 

Ò  Ø 4 Ò  Ø 4 Ò Ø ςππ  π 
 

Ò  Ø 4Ë 4ą Ò Ø ςππ  π 

 

 ςą ς ρË Ø 4Ë 4ą ρą ρ πȟυËØ ςππ  π 

 

ąᴆ ᴆ Ëᴆ

ς ς ρ
4 π 4

 + 
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

ρ ρ πȟυ
π ςπππ

 

ςȢ4ą 4 ς4Ë ς4  + ςππË ρππą Ȣπ 

ςȢ4 ρπππ 

4 ς4 π 

ςȢ4 ςπππ 

4 υπ . 

4 ρππ . 

 

 

 

 

В- π  

 



 
 

 

Exemplo 3.7  
 (ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ
0ÒÏÂÌÅÍÁ &υρς

 

Determine as componentes de reação que o mancal A e o cabo BC exercem 
na haste. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

­ DCL da haste 
 

 
 
 

­ Abordagem escalar  
 
ρᵃ В& πḈ2 π  

ςᵂ В& πḈπ π  

σ Вᴻ& πḈ2 ψπ 4 π  

 

Substituindo  4  na equação (3) 

2 ψπ 4 π 

 

 

 

 

 

 

 

 

τᵃ В- ȟ πḈ- ȟ ψπ Ȣφ 

4  Ȣφ π  

υᵂ В- ȟ πḈ ψπȢρȟυ 

4  Ȣσ π  

 

φ ᴻ - ȟ πḈ- ȟ π2 τπ .  

  

4 τπ . 

  

- ȟ ςτπ .ȢÍ 



 
 

 

­ Abordagem Vetorial  
 

В- πḈ - ȟÃ  - ȟË  Ò  Ø ψπ Ë  Ò Ø 4   π  

- ȟą  - ȟË
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

ρȟυ φ π
π π ψπ

 + 
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

σ φ π
π π 4  

 π 

- ȟą  - ȟË  τψπ ą ρςπ  φ 4  ą σ 4    π 

 

Logo, ą Ḉ - ȟ τψπ φ 4  π 

 Ḉ ρςπ σ 4  π, 

Ë Ḉ  

Substituindo na expressão ąḊ 

- ȟ τψπ φ Ȣτπ π 

 

 

 

 

 

 

Exemplo 3.8 
 -ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ σȢχ

 

Considere uma estrutura suportada por uma junta esférica em A, por um cabo 
CD no ponto D e um mancal sem atrito no eixo x no ponto B (desconsidere os 
momentos em B). Determine a tra­«o no cabo e as rea­Ǿes A.  

 
 
Variáveis: 

4  4 ȢÕ  

Õ  
Ò

ȿÒ ȿ
 

Õ
ȟ

ȟ
  

 
 
 

 
 
 

4 τπ . 

  

- ȟ ςτπ ..m 

  

A somatória dos momentos em torno do ponto B pode ser aplicada para a 
verificação das reações encontradas. 

- ȟ π  

4  
Ȣȟ

ȟ
 ą  

Ȣ

ȟ

Ȣ

ȟ
Ë  



 
 

 

­ Abordagem escalar: 
 

ρᵂ В& πḈ2 ς
Ȣȟ

ȟ
π  

ς Вᴻ& πḈ2
Ȣ

ȟ
2  π  

σᵃ В& πḈ2
Ȣ

ȟ
2 π  

τВ- ȟ πḈ
Ȣ

ȟ
Ȣφ

Ȣ

ȟ
Ȣσ 2 Ȣφ π    

υВ- ȟ πḈςȢςȟυ 2 Ȣτȟυ  
Ȣȟ

ȟ
Ȣσ π   

 

τ Å υ 
 
 
 

ρ  
 
σ  

 
4#$ȢØ  

 

φВ- ȟ πḈ ς Ȣφ  
Ȣȟ

ȟ
Ȣφ 2 Ȣτȟυ π  

 

Observe que  4 ȢÙ  
Ȣ

ȟ
   não gera momento aqui pois passa pelo eixo z.  

 
φḈ  

 

ςḈ  
 
 

­ Vista plano (y,z) 
 

 
 

Vista auxiliar para os momentos em torno de x  
 
 
 

4 ςȟψσ Ë. 

2 σȟπτ Ë. 

2 ρȟςυ Ë. 

2 τȟπυ Ë. 

2 ρȟυφ Ë. 

 2 πȟτρχ Ë. 



 
 

 

- ȟ Ò Ø 4 Ȣ  Õ  

- ȟ Ò Ø ςąȢ  Õ  

 

В- ȟ   

Õ ȟ Õ ȟ Õ ȟ

Òȟ Òȟ Òȟ
4 ȟ 4 ȟ 4 ȟ

 + 

Õ ȟ Õ ȟ Õ ȟ

Òȟ Òȟ Òȟ
ς π π

  π 

 
πȟφ πȟψ π
π φ σ
Ȣȟ

ȟ

Ȣ

ȟ

Ȣ

ȟ

 + 
πȟφ πȟψ π
π φ ςȟυ
ς π π

 π 

 

πȟφȢφȢ
ςȢ4

φȟψ
πȟψȢσȢ

ςȟυȢ4

φȟψ
σȢπȟφȢ

φȢ4

φȟψ
πȟψȢςȟυȢς π 

 
 

­ Vista plano (y,x) 

  
Vista auxiliar para os momentos em torno de z 

 
 

­ Abordagem vetorial 

Podemos determinar o momento de 4  em relação ao eixo que passa por A e 

B. Desta forma, teremos apenas 4  como incognita.  

Õ πȟφ ą πȟψ   

Ò φ  ςȟυ Ë  

Ò φ  σ Ë  
 

& ς Ë. e 4  exercem momento 

4 ςȟψσ Ë. 
 

В-  π  

Õ  
ȿ ȿ

 = 
ȟ

ȟ
 

 



 
 

 

Agora podemos aplicar as equações de equilíbrio 3D para determinarmos as 
reações em A e em B. 
 

[ Ò Ø ςą + [ Ò Ø 4   + [ Ò  Ø  2  π 
 

ąᴆ ᴆ Ëᴆ

π φ ςȟυ
ς π π

 + 

ąᴆ ᴆ Ëᴆ

π φ σ
ȟ 

ȟ
Ȣ4

 

ȟ
Ȣ4

 

ȟ
Ȣ4

 + 
ąᴆ ᴆ Ëᴆ

τȟυ φ π
π 2 2

= 0 

 

 υᴆ ρςᴆ ] + [ 
 

ȟ
Ȣ4  ąᴆ

ȟ 

ȟ
Ȣ4  ᴆ

 

ȟ
Ȣ4  Ëᴆ  

 

ȟ
Ȣ4  ąᴆ ] + 

+ [ φ2 ąᴆ  τȟυ2 Ëᴆ τȟυ2 ᴆ  π 

ą Ḉ 
ρς 

ȟ
Ȣ4  

ρψ 

ȟ
Ȣ4  φ2"Ú  = 0 

 Ḉ 
ȟ 

φȟψ
Ȣ4#$ υ τȟυ2 π 

 

 

Ë Ḉ ρς
 

φȟψ
Ȣ4#$  τȟυ2 π 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 πȟτρχ Ë. 
 

2 τȟπυ Ë. 
 



 
 

 

4 Análise de estruturas  
 

4.1 Análise de Treliças Estaticamente 
Determinadas 
 

Treliça é uma estrutura reticulada - constituída por barras ou elementos 
retilíneos ï conectados por juntas ou nós localizados nas extremidades de cada 
elemento. Os elementos construtivos normalmente são: 
 

¶ Barras de madeira 

¶ Barras de metal 

¶ Dispositivos de ligação     
 

As junções ou ligações entre os membros são usualmente formadas por: 
 

¶ Rebites ou soldagem das extremidades dos membros em placas de ligação 
(Gusset Plate) 

¶ Ou simplesmente através de parafusos ou pinos conectados diretamente nas  

¶ extremidades dos membros. 

 

Treliças de cobertura/Telhado 
Normalmente utilizadas como parte de estruturas de construções industriais: 

galpões, hangares, etc. 
O carregamento do telhado é transmitido à treliça através das ligações com as 

terças. A força transmitida engloba cargas permanentes e cargas acidentais ou 
variáveis como vento, sismo, neve, sobre cargas adicionais ï estimadas por norma. 



 
 

 

 
 

Embora a maior parte das treliças possam ser analisadas como treliças planas 
(em 2 dimensões), existem sistemas como torres de transmissão e cúpulas (dome) 
treliças que não podem ser tratados como problemas planos, devido à forma, arranjo 
dos membros e aplicação de carregamentos. 
 
 

Treliças de Ponte 
Em pontes treliçadas, o carregamento principal é transmitido do piso ou 

tabuleiro para as longarinas, que transmitem para as vigas de piso e, finalmente, para 
as treliças através das placas de ligações. Embora as treliças sejam muito rígidas em 
seu próprio plano, são muito flexíveis fora dele e precisão ser reforçadas ou 
contraventadas para terem estabilidade. Como são normalmente utilizadas em pares 
ou espaçadas lado a lado, é possível conectar várias treliças para formar uma 
estrutura tipo caixa rígida. 

 
 

 
 
 
 
 
 



 
 

 

Análise de Treliças 
Uma treliça está completamente analisada quando a magnitude e o 

comportamento (tração ou compressão) de todas as forças das barras e reações são 
determinadas. 
 

¶ Cálculo das reações: aplica-se as equações de equilíbrio para a estrutura 
inteira como corpo rígido; 

¶ Cálculo das forças internas das barras: é baseada em 3 suposições: 
 

­ As barras são retas e só transmitem carga axial: 
 

Essa suposição também implica que desprezamos o peso da própria barra. Se 
o peso for significativo, podemos aproximar seu efeito aplicando metade dele como 
uma carga concentrada nos nós em cada extremidade da barra. 
 

­ Os membros são conectados nos nós por pinos sem atrito:  
 

Isto é, nenhum pode ser transferido entre a extremidade de uma barra e o nó 
no qual ela se conecta. 

 

­ As cargas são aplicadas somente entre os nós. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
Diagrama de corpo livre da estrutura inteira: 

 
 
 
 
 
 
 
 

Diagrama de corpo livre do n· ou junta ñCò:  
 

 



 
 

 

As barras podem estra sob tração ou sob compressão. Se a barra está sob 
tração, as foças axias nas suas extremidades atuam para fora e tendem a alongar a 
barra. Caso esteja sob compressão, as forças atuam para dentro e comprimem a 
barra. 
 

Estaticidade de Treliças 
Uma treliça, assim como qualquer estrutura, pode ser hipoestática, isoestática 

ou hiperestática. As incógnitas para a determinação da estaticidade são: 
 

¶ ɖ r = número de reações de apoio 

¶ ɖ b = número de barras (número de esforções internos a determinar) 

¶ ɖ = número de nós ou juntas 
 

Compara-se (ɖ r + ɖ b) com 2.n onde (ɖ r + ɖ b) está associado ao número de 
incógnitas e (2.n) ao número total de equações de equilíbrio para todos os nós 
(incluindo os nós de apoios). Observe que cada nó nos dá 2 equações de equilíbrio 

translacional:  ᴼ В&Ø π  e Вᴻ&Ù π para problemas planos. Podemos ter três 
casos: 

¶ ɖ r + ɖ b < 2.n - Treliça hipoestática*: instável.  

¶ ɖ r + ɖ b = 2.n - Treliça isoestática** 

¶ ɖ r + ɖ b > 2.n ï Treliça hiperestática** 
 

 
 
 
Observe neste caso que ɖ r = 3, ɖ b = 5 e ɖ = 4. No 
entanto, como esta estrutura possui nós 
deslocáveis, é uma treliça hipoestática.  
 
 
 
 

*Ou condição não restringida, com nós deslocáveis.  
** Caso esteja em equilíbrio estável ï restringida, com nós indeslocáveis.  
 

­ Métodos de obtenção de Esforços Internos para Treliças 

¶ Método dos Nós 

¶ Método das Seções (Ritter) 

¶ Método de Cremona (não veremos) 

¶ Métodos Numéricos (Método dos Elementos Finitos) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 

4.2 Método dos nós 
 
Uma vez que a treliça está em equilíbrio estático, as equações de equilíbrio 

В&ᴆ π Å В-ᴆ π devem ser válidas para a treliça interna e para qualquer nó 
separadamente. 
 

 

 
Notem que a convenção do sentido de uma dada força de ser mantida em uma 

mesma barra (i.e &  é tração no ponto A e B). 
 

Casos especiais  
Consequência das condições de equilíbrio. 
 

­ Nó que interliga 4 barras, com duas retas que se interceptam: 
 
 
  
           
                  
  
 
          

­ Nó que interliga 3 barras e suporta uma carga P na direção de uma das barras: 
                          
     
 
 
 
 
 

­ Barra de força zero: 
        
 
 
 
 
 

&  &  
&  &  

 
 
 

 

0  & 
&  & 

                              
 

  В& π Ḉ & π 

    &  π 
               &  π 

 
 



 
 

 

Exemplo 4.1 
 "ÅÅÒ ρσΝ ÅÄȢ    0ÇȢφρ 

Determine as forças internas em cada membro da treliça.  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Ҧ Cálculo das reações nos apoios: 

 

ᴼ В& π  Ḉ  2 2 π Ḉ      
 
Вᴻ& π Ḉ  ψτ 2 π Ḉ          

 
 ᵤВ- π ḈψτϽσ 2 Ͻτ  ρȟςυ π Ḉ 
 
 
Ҧ Balanço no nó C            

ÔÁÎ ɻ      ɻ σφȟψχЈ 

 

ᴼ В& π Ḉ ÓÉÎ ɻ Ͻ& 2 π  
 

           &
  

 

 
Вᴻ& π Ḉ ÃÏÓ ɻ Ͻ& & π  

 

& ÃÏÓɻ Ͻ&  
 
 
 
 
 
 Para determinarmos a força interna na barra BA, podemos realizar o balanço 
na junção B ou A. 
 
 
 
 
 
 
 

2  ψτ Ë. 
 

2  τψ Ë. 

2 τψ Ë. 

    & ψπ  
 

& φτ Ë. 
 



 
 

 

Ҧ Balanço no nó B 

 
ɼ ρψπЈσφȟωЈωπɼ   υσȟρσЈ 
 

ȟ
    ςςȟφςЈ  

 

ᴼ В&Ø π   Ḉ   ÃÏÓ ɼ Ͻ& ÃÏÓ  Ͻ& π 
 

& & Ͻ
  

  
                                                                                                                                 

 
Exemplo 4.2   
 &φυ(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ 

Determine as forças axiais de cada membro da treliça pelo método dos nós. 
  

                                                             Вᴻ&Ù π 
                                                                    

2 σ π Ḉ   

         
                                                             

ᵤВ-  π Ḉ  2 Ͻρȟυ σȟς π  
                                                                     
 

 
 

   Para conferir: ᵤВ-  π                         O В&Ø πḈ2 2 π 
     

       σȢς ρȟυ2 π     
 

 
 

 
 
Ҧ Balanço nó C 

                                                   
       O В&Ø π 

 

& ÃÏÓÃÏÓ ɻ Ͻ& πḈ 
 
 

Вᴻ&Ù πḈ ÓÉÎÓÉÎ ɻ Ͻ& π 
 

                                                                  ɻ ÔÇ
ȟ
 σφȟψχЈ 

 
 
 
 
 
 

& π 

& π 

& υς Ë. 

2 τ Ë. 

2 τ Ë. 

2  τ Ë. 

2  τ Ë. 



 
 

 

Ҧ Balanço no nó D 
 

& π      
  

& σ Ë. 
ou 

 
 

 
 
Ҧ Balanço no nó A 

                                                                Вᴻ&Ù π  Ḉ  & π 
 

ᴼ В&Ø π Ḉ& 2 ᴼ& τ Ë. 
 
 
 
 

 
Ҧ Balanço no nó B 

ᴼ В&Ø π 
 

ÃÏÓ ɻ Ͻ& & ÃÏÓ ɻ Ͻ&  π 

&
   ȟ Ј 

  

 
                                              

 
Exemplo 4.3  
 -ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ τȢρ

 

Determine a força axial em cada membro da treliça pelo método dos nós.  
Primeiramente, desenhamos o DCL da treliça e determinamos as reações nos 

apoios através das condições de equilíbrio.    
 

 

ᴼ В&Ø π 
Ḉ2 ÃÏÓÃÏÓ σπЈ Ͻ4 π 

     

Вᴻ&Ù π 
Ḉ σπ ςπ 2 σπЈ Ͻ4 π 

                                                      

ᵤВ-  π 
ḈσπϽρπ ςπϽυ υ4 π 

 
 
 

 
 
 

& τ Ë. ÃÏÍÐÒÅÓÓÞÏ 

4 ψπ Ë. 

& σ Ë. Ã 

& υ Ë. ÔÒÁëÞÏ 



 
 

 

 

 

 

Ҧ Balanço no nó A           
                          

Substituindo (T) em (1) Ḉ  2 υωȟςψ Ë.                                                           
 
 

 Substituindo (T) em (2) Ḉ    2 ρπ Ë. 
 
 
 

Вᴻ&Ù πḈ σπÓÉÎ φπЈ Ͻ& π 
 

& στȟφτ Ë. 
 

ᴼ В&Ø πḈ ÃÏÓφπЈ Ͻ& & π 
 

& ÃÏÓφπЈ Ͻστȟφτ 
 

& ρχȟσς Ë. 
 
 
Ҧ Balanço no nó B (não há força externa) 

 

 Вᴻ&Ù π 
 

         π  ÃÏÓσπЈ Ͻ& σπЈÃÏÓσπЈ Ͻ& π 

 

& στȟφτ Ë. 

 

 

 O В&Ø π 
                                  ÓÅÎσπЈ Ͻ& ÓÉÎ σπЈ Ͻ& & π 

 

& στȟφτ Ë. 

 
 
Ҧ Balanço no nó C  

                                                Вᴻ&Ù π      
                                    

ÓÉÎ φπЈ Ͻ&#" ÓÉÎ φπЈ Ͻ&#$ ςπ π 
 

        &
ςπ

Ѝσ
ςϽ στȟφτ

Ѝσ
ς

 

 
                

                                                                                & υχȟχσ Ë. 
          
 

  

  

       

  



 
 

 

 

 

               ᴼ В&Ø π  
& ÃÏÓ φπЈ Ͻ& ÃÏÓ φπЈ Ͻ& & π 

 

                                         &   φσȟυρ Ë. 
 
 
 
Ҧ Balanço no nó E 

 

Вᴻ&Ù πḈ2 ÓÉÎ φπЈ Ͻ& π 
 

&
2

ÓÉÎ φπЈ 
 

 
 

&  ρρȟυυ Ë. 

 
 

4.3 Método das seções  
 (ÉÂȢρσΝ ÅÄȢ    0ÇȢσπτ
"ÅÅÒ ρσΝ ÅÄȢ    0ÇȢςψπ
-ÅÒȢρσΝ ÅÄȢ    0ÇȢρψψ

 

 

O método dos nós é mais eficiente quando as forças internas em todos os 
membros devem ser calculadas.  

Caso apenas uma ou poucas barras necessitem ser analisadas, ou quando as 
direções são oblíquas e o número de barras por conexão é muito alto, o método das 
seções se torna mais eficiente.  

Este método é baseado no princípio que tanto a treliça como um todo está em 
equilíbrio estático (não translada nem rotacional), quanto qualquer porção da mesma. 

Por exemplo, nesta treliça, para determinarmos & , deveríamos realizar pelo 
menos três balanços de nós. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Pelo método das seções podemos traçar a seção passando pela barra que 

estamos interessados e aplicar as condições de equilíbrio В&ᴆ π e В-ᴆ π no corpo 
segmentado. 

¶ A somatória dos momentos em torno do ponto B leva a determinação direta de 
FEF. 

¶ A soma das forças verticais permite a determinação direta de FBF 

 



 
 

 

Mostre como calcular diretamente: 
                           
 

 
 
 
 
 
Exemplo 4.4  
&φρπȟ(ÉÂȢρσΝ ÅÄȢ 

Determine as forças nos membros EF, CF e BC  
 

              Cálculo das reações 

ᵤВ- π   

    σππϽφ σππϽρς2 Ͻρψ π       
   
                                                                   
   

Вᴻ& π 

       σππσππ2 2 π 
 
 
 
 
                    
 
 

­ Seção a-a 
ᵤВ- π 

 
2 Ͻφ & ϽÓÉÎσπЈϽφ π 

           
 
 
 

Вᴻ& π 

 
ÓÉÎφπЈȢ& ÓÉÎσπЈȢ& σππ2 π 

 
                              
 

  Poderíamos ter chegado na mesma conclusão 
por causa da simetria carregamento/geometria. 

&  O  u В-  
                                                            
& ᴼ Вᴻ& 

                                                            

&  O  ᵤВ-  
 

2 σππ . 

2 σππ . 

& φππ . OU & φππ . # 

& στφȟτρ . 4 



 
 

 

ÔÁÎ‌
φ

σ
 

ɻ φσȟτЈ 

 

 

 
 

ᴼ В& π 
  & ÃÏÓφπЈϽ& ÃÏÓσπЈϽ& π 

 
    
 
       

­ Verificação dos resultados 
 

ᵤВ- π 
 

ÓÉÎφπЈȢ  & Ȣφ σππ Ȣφ π 
 

      
 

 

ᵤВ- π 
 

                                         & ϽÈ σππϽσ 2 Ͻω π 
 

& ϽσϽÔÁÎφπЈσππϽσ σππϽω π 
 
 
 
 

Exemplo 4.5  
 -ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ  0τȾσσ 

Determine a força interna da barra BE.  
 
                                                       Cálculo das reações 
 

ᴼ В& πḈφ υ τ 2 π  
 
 
 

ᵤВ- πḈ2 Ͻσ τϽς υϽτ φϽφ π  

 
 
 

 
ᵤВ- πḈ 2 Ͻσ τϽς υϽτ φϽφ π  

 
 

 

   
 

                                                         ÔÁÎɻ ḈÂ ρ Í 

                                                         ÔÁÎɼ Ḉɼ φσȟτЈ 

& στφȟτρ . 4 

& στφȟτρ . 4 

2 ςρȟσσ Ë. 

2 ςρȟσσ Ë. 

2 ρυ Ë. 

& στφȟτρ . 4 



 
 

 

­ Seção a-a 
Devemos buscar equações de equilíbrio que cancelem o maior número possível 

de incógnitas. Duas opções onde temos uma equação e apenas uma variável são: 

                                                                    
­ Opção 1 

 ( ᵤВ- πO & ) 
 
ᵤВ- πḈ& ȟϽς 2 Ͻς 2 σ π  

 

ÓÉÎɻϽ& Ͻς ρυϽς ςρȟσσϽσ π 
 
 
 

ᴼ В& πḈ  2 τ ÃÏÓɼϽ& ÃÏÓɻȢ& π  
 
 
 
 

­ Opção 2 

( ᵤВ- πO & ) 
 
ᵤВ- πḈτϽτ 2 Ͻφ 2 Ͻσ & ȟϽπ & ȟϽτ π  

 

ρφ ρυϽφ ςρȟσσϽσ ÃÏÓɼϽ& Ͻτ π  
 
 
 

­ Caso fosse necessário 
 

( ᵤ В- πO & ) 
 
ᵤВ- πḈ & Ͻρ 2 Ͻρ 2 Ͻς π  

 
 
 
 
 
 

& υȟφ Ë. 4 

& ςχȟφφ Ë. 

& ρω Ë.  

& υȟφ Ë. 4 



 
 

 

Exemplo 4.6  
 "ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ    0ÇȢτχ 

Determine as forças nos membros CF, EF e EG.  
 

 

­ Cálculo das reações 
 
ᵤВ- π  

 
ςϽπȟψ ςϽρȟφ σϽςȟτ τϽσȟς τϽτȟπ ςϽτȟψ 2 Ͻτȟψ π 

 
 
 

 
ᵤВ- π  

 
τϽπȟψ τϽρȟφ σϽςȟτ ςϽσȟς ςϽτȟπ ρϽτȟψ 2 Ͻτȟψ π 

 
 
 
 

­ Verificando as reações: ᵤВ& π 

ς τ τ σ ς ς ρ 2 2 π 

 
 

 
 

2 ρπȟυ Ë. 

2 χȟυ Ë. 

2 2 ρψ Ë.  



 
 

 

­ Seção a-a 

 
 
 
ᵤВ- πḈ& Ͻπȟτ τϽπȟψ ςϽρȟφ 2 Ͻρȟφ π  

 
 
 
ᵤВ- πḈ & Ͻπȟτ τϽπȟψ τϽρȟφ ςϽςȟτ 2 Ͻςȟτ π  

 
 
 
Вᴻ& πḈ2 ς τ τ ÃÏÓɻϽ& π  

 

&
ρπȟυ ρπ

ÃÏÓφσȟτσЈ
 

 
 
 

­ Verificação: 
 

ᴼ В& πḈ& ÓÉÎɻϽ& & π  
ςχ ÓÉÎɻϽρȟρς ςφ π 
ςχ ρ ςφ π 
π π 

 

4.4 Estruturas e Máquinas  
 -ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ    0ÇȢςπτ
"ÅÅÒ σΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  τπτ

 

 
Vimos que uma treliça se caracteriza por um conjunto de barras conectadas 

por nós nas extremidades de cada elemento e forças aplicadas somente nos nós. Uma 
estrutura possui pelo menos um membro que suporta mais de uma força. 

¶ Estruturas: São designadas para suportar carregamentos e são normalmente 
fixas em algumas posições (Meriam, p204). 

¶ Máquinas: São estruturas que contém partes móveis e são designadas a 
transmitir forças ou binários. Exemplo: Guindaste.  

Como nesses dois casos nós temos membros com mais de duas forças, não 
podemos analisá-los pelos dois métodos vistos em treliças, pois V(x) e M(x) ocorrem. 

Já estudamos o equilíbrio de corpos rígidos, onde analisamos um único corpo. 
Nessa seção, analisaremos um conjunto de corpos rígidos interconectados. 

& ςφ Ë. 

& ςχ Ë. 

& ρȟρς Ë. 

ɻ φσȟτσЈ 

ɻ ÔÁÎ
πȟψ

πȟτ
 



 
 

 

As forças atuando em cada membro são encontradas ao isolar o membro e ao 
impor as equações de equilíbrio no DCL do mesmo. 
 
 

O DCL do guindaste inteiro é: 
 
 
3 variáveis e 3 equações 
de equilíbrio 
no plano, ᴼ В&, ᴻ В&ȟv

В- . 
 
 
 
DCL separadamente: 

 

¶ Podemos encontrar todas as 
forças aplicando as equações de 
equilíbrio em cada membro. 

 
 
 

 

 
 

 

Exemplo 4.7 
 "ÅÅÒ σΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ φȢυ

 

Determine as forças agindo em cada uma das barras  
 

­ Estrutura inteira 
 
 
ᵤ В- π           ᴻ В& π      

ςȟτ Ͻσȟφ  2 Ͻτȟψ π          2  2 ςȟτ π       
 

                  
 

    

  &Ù πḈ 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

2 ρȟψË. ᴻ     2 πȟφË. ᴻ     

Ὑ π     

3 variáveis e 3 
equações de equilíbrio! 



 
 

 

 
      Barra BF                    Barra CE                        Barra CA 
       
 

 
 
 
 
 

 
 
 

­ Na barra BF 
 
ᵤ В- π       ᴻ В& π 

 

 2 Ͻςȟτ ςȟτ Ͻσȟφ π          2  2 ςȟτ π 
 

      
 
 

 
ᴼ В& π   Ḉ2 2 π 
 

 
 

­ Na barra CA 
 

ᴻ В& π

      u В- π 
 

 2 Ͻςȟχ  2 Ͻυȟτ π 
      

2  2   2 π 
 

2 ρȟς πȟφ

          
 

 
 
 
 

­ Na barra CE  
 
ᵤ В- π  
 

2 ϽÁ  2 Ͻςȟχ  2 Ͻτȟψ π  
                                                                            
2 Ͻςȟτ  ρȟψϽτȟψ π    

2 σȟφË.    2 ρȟςË.    

2  2 π 

2 ρȟψË.    
2 π  2 π 

2 σȟφË.    2 ρȟψË.    



 
 

 

Exemplo 4.8  
 -ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢτȾφ
3ÁÍÐÌÅ 0ÒÏÂÌÅÍ

 

Calcule as componentes horizontal e vertical de todas as forças de todos os 
membros  

 

­ Estrutura inteira: 
 
   ᵤ В- π Ḉ 2 Ͻυ 0Ͻυȟυ π  
 
 
 
   ᴻ В& π   Ḉ          2 0 π 

           
 
 
  ᴼ В& πḈ    
 

       
 
 

­ No cabo/polia 
 

 
 

 
  e   
 

 
 

 
 
 
 

­ Na barra CF 
 

            ᴻ В& π                        u В- π     

 
   2 2 & π           2 Ͻσ &Ͻυ π        

 
 

 
    

Ainda não é possível determinar RCX e REX. 
             
 
 
 
 
 
 
 
   

2 τσρφȟτ .    

2 σωςτ .   

2 τσρφȟτ .  
 

2 σωςτ .   2 σωςτ .   

2 φυτπ.    2 ςφρφ .   



 
 

 

­ Na barra BE 
 

      Esta é uma barra especial, com somente duas forças nas extremidades, 

onde as forças devem se anular. Logo 2ᴆ 2ᴆ 
 

 ÔÁÎɻ     Ḉ  ÔÁÎɻ  φυτπϽ
ȟ
  

ɻ  ÔÁÎ
ρȟυ

σ
 

 
 

       
   
                                                                        

 
 

 Da barra CF, temos que 2 0 2  
 
 Logo: 
   
 

­ Na barra 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 ρσπψπ . 
 

2 ωρυφ .   

2 ρσπψπ .  2 φυτπ .   
 



 
 

 

Exemplo 4.9 
 (ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ     0ÇȢ  χσ 

Determine as reações nos suportes 
 

­ Estrutura inteira 
 

ᵤ В- π 
 

-  ρυϽψ ρπϽ2 ρψϽ2 π  
 

τυ ρυϽψ ρπϽχȟυ ρψϽπ π  
 

Ḉπ π 
 

­ Na barra EF 
 
   u В- π        O В& π     ᴻ В& π     

 2 Ͻφ π                    
             

     
                                 

   
 

­ Na barra BE 
 
        u В- π      ᴻ В& π   

 2 Ͻτ ρυϽς π     2 ρυ 2  2 π                     
     
 
 
 

    ᴼ В& π 
 

 
 

­ Na barra AB  
 
  ᵤ В- π        ᴻ В& π        ᴼ  В& π 

   2 Ͻφ -   π       2 2 π                     
     
 
       
 

 
 
 
 
 
 
 

2 π    
2 π   

2 χȟυ Ë.    2 χȟυ Ë.    
 

- τυ Ë.ϽÍ    2 χȟυ Ë. 2 π  

2  2 π 

2 π   



 
 

 

 

5 Diagrama de forças axiais, cortante e de momentos 
(Hibbeler, Arcanjo) 

 

 
As vigas representam um dos elementos mais comuns encontrados em 

estruturas. 
São elementos projetados para suportar carregamentos transversais ou 

perpendiculares ao seu eixo longitudinal, mas suportam também cargas axiais. 

Três tipos de esforços internos podem ser desenvolvidos: 
 

¶ Esforço ou força cortante 6Ø. 

¶ Momento fletor -Ø. 

¶ Carga axial 0ØȢ 
 

 

Quando uma viga é carregada perpendicularmente ao seu eixo 
longitudinal, esforços internos na forma de uma força cortante 6Ø e -Ø são 
desenvolvidos (internamente) na viga e transmitidos aos apoios ou vínculos. 
 Caso exista alguma parcela de força horizontal (paralela à viga), cargas axiais 
são desenvolvidas e também transmitidas aos apoios. Se a força axial 0Ø é pequena 
- situação típica para a maioria das vigas -, pode ser desprezada ao se projetar a peça. 
 Para projetar uma viga (seção/perfil e material), o projetista deve construir os 
diagramas de esforços internos [0Ø, 6Ø e -Ø] para determinar o local (ao longo 
de x) e a magnitude dos valores máximos destes esforços.  
 

 

Existem casos onde é simples observar onde os esforços internos são 
máximos. No exemplo à esquerda temos uma barra carregada axialmente onde 0Ø 
é constante ao longo de x. À direita, um eixo submetido à torques (momentos 
concentrados), onde o trecho BC possui um torque interno máximo constante. 



 
 

 

No entanto para a maior parte das estruturas, a determina­«o dos ñpontos 
cr²ticosò ou mais solicitados internamente exige a avaliação das funções os esforços 
internos. 

 
Neste caso, que apresenta apenas 6Ø e -Ø, onde os esforços internos são 

máximos? 
Para se responder a esta pergunta devemos construir diagramas ou gráficos 

com as expressões 0Ø, 6Ø e -Ø ao longo de todo o comprimento L da viga. 

Assim, podemos encontrar o(s) ponto(s) de máximo(s) ou ponto(s) crítico(s) onde 0Ü, 
6 Ü e - Ü são desenvolvidos. 

Com essas informações, o projetista pode dimensionar a viga, escolhendo um 
perfil e material adequado, conforme recomendações definidas por norma, ou definir 
onde a viga deve ser reforçada ou como dimensionar várias seções transversais ao 
longo de seu comprimento. 

Na prática, para a maior parte das vigas, o dimensionamento é dado pela 

magnitude do máximo momento: - . A não ser que:  

¶ Se analise vigas ñstubbyò (curta e grossa) com rela­«o ao seu 
comprimento e, ou; 

¶ solicitadas com altas cargas próximas aos apoios. 
Nestas situações, o cisalhamento gerado pelo esforço cortante pode ser o fator 

dominante de projeto. 
Existem 2 métodos para a construção dos diagramas: 
 
a) Método das seções ou método direto. 

¶ Baseado nas equações de equilíbrio estático. 
b) Método do somatório. 

¶ Baseado nas reações infinitesimais entre os esforços internos e entre 
6Ø e 7 Ø. 

 

5.1 Método das seções ou método direto 
 
O método das seções consiste na aplicação das equações de equilíbrio no 

plano (x,y): ᴼɫ& π; ɫᴻ& π; ᵤɫ- π, para cada seção da viga. As seções de 

uma viga são caracterizadas por descontinuidades de carregamentos: aplicados ou 
reativos e extremidade geométrica de um elemento. 

 
Por descontinuidade temos: 

¶ Início ou término de um carregamento distribuído 7 Ø 

¶ Força concentrada (aplicada/ativa) 

¶ Momento concentrado ou momento binário (aplicado/ativo) 

¶ Força ou momento reativo, devido aos apoios 

¶ Extremidades da geometria ao longo de x 

Nota:  
7 Ø: carregamento distribuído 
(weight) triangularmente. 

- : momento binário ou momento 
concentrado. 



 
 

 

Assim, as funções ou expressões dos esforços internos 0Ø, 6Ø e -Ø 
devem ser determinadas para cada região ou seção da viga - definidas anteriormente, 
entre as descontinuidades. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

No exemplo acima temos 6 regiões ou seções: AB, BC, CD, DE, EF e FG, onde 
em cada região os esforços são descritos por funções independentes. Logo, faremos 
um total de 6 análises. 

 
Para a região AB: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

Para a região BC: 
 
 
 
 
 
 

 

No caso de uma seção contendo um carregamento distribuído triangular, 
observe que, ao traçar uma seção entre os pontos B e C, o lado esquerdo mantém 
um carregamento distribuído triangular com altura 7 Ø (menor ou igual a 7 Ø), 
enquanto o trecho seccionado da direita (mais trabalhoso) mantém um carregamento 
distribuído trapezoidal. 

Se fizermos as análises de ambos os lados, chegamos a expressões 
0 Øȟ6 Ø e - Ø distintas. No entanto estas expressões, quando plotadas nos 

Maneira mais fácil. 

Outro caminho para calcular esta 
parte do trecho AB é fazendo ὼ 
variando entre 0 e 4 m, mas 
sendo válido somente entre 3 e 4 
m.  

¶ Fazemos um corte e 
isolamos ou o lado 
esquerdo (mais fácil) ou o 
lado direito da viga. 

¶ A coordenada ὼὭ que 

descreve a função na 
seção (entre A e B, ou B 
e A) é arbitrária. 

¶ Como resultado teremos 

0!"Øρȟ

6!"Øρȟ-!"Øρ . 
 
 



 
 

 

diagramas com as coordenadas adequadas (Ø ou Ø), apresentarão os menores 
valores. 

Observe que 7 Ø pode ser escrito em termos de 7 Ø e a coordenada que 

define a seção, Ø, através de semelhança de triângulos: 

Procedimento de análise: 

¶ Cálculo das reações nos apoios: aplicação das equações de equilíbrio 
na estrutura completa. 

¶ Definição das seções e aplicação das equações de equilíbrio para cada 
trecho (esquerdo ou direito): desta forma, encontra-se as funções que 

descrevem os esforços internos 0ȟ6 e -  para cada seção i. 

¶ Construção dos diagramas 0Øȟ6Ø e -Ø. 
 

 

Exemplo 5.1 
 !ÒÃÁÎÊÏ
 %ØÅÍÐÌÏ ςȢρ

 

Construa os diagramas de 0Ø, 6Ø e -Øpara a viga sem peso e indique os 

valores máximos de 0, 6 e - e onde eles ocorrem.   
 

­ Cálculo das reações: 

ᵤ - π ÓÉÎφπЈϽυϽυ 2#ÙϽρπ π 

 
                                                                         
 

Вᴻ& π 2!Ù ÓÉÎφπЈϽυ 2#Ù π 
 
 
 

 

ᴼ &Ø π   2!8 ÃÏÓφπЈϽυππππ 

         
                                         
      
 
 

Seção AB 

Lado esquerdo para      π 8 υ Í 

    O В& πḈ0 2 π  
 
 
 

 

2 ςȟυ Ë. 

2 ςȟρφυ Ë. 

 2 ςȟρφυ Ë. 

0 ςȟυ Ë. (não varia com 8) 

­ Definição das seções e  
cálculos dos esforços internos 

 



 
 

 

- refere-se ao momento 

em relação ao ponto no 
corte. 

- ςȟρφυϽ8 
 

ᴼ В& πḈ2 6 π  
 
 

ᵤВ- πḈ 6 Ͻ8 - π  
 
 
 
 
 

      Seção BC para    π 8 υ Í 

                    

ᴼ В& πḈ 0 π  
 
 

Вᴻ& πḈ6 2 π  
    
 

ᵤВ- πḈ -  2 Ͻ8 π   
 
 

Lado direito para  π 8 υ Í 

 

ᴼ В& πḈ  0 ÃÏÓφπЈϽυ π  
 
ᴼ В& πḈ 6 ÓÅÎφπЈϽυ 2 π  

  6 τȟσσπςȟρφυ 
 
ᵤВ- πḈ ÓÅÎφπЈϽυ8 2 8 υ  - π 

  -  ςȟρφυ8 υ τȟσσ 8   
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

6 ςȟρφυ Ë. (não varia com 
ὢ) 

 
- 6 Ͻ8 ςȟρφυϽ8 (varia com 8) 

 

0 π 

6 ςȟρφυ . 

­ Construção dos diagramas  
 

- Ø π ςȟρφυϽπ  π 
- Ø υ ςȟρφυϽυ  ρπȟψςυ Ë.ȢÍ 
 

Neste caso, temos ὼ crescendo da esquerda 
para a direita, e: 
- Ø π ςȟρφυϽπ ρπȟψςυρπȟψςυ Ë.ȢÍ  
- Ø υ ςȟρφυϽυ ρπȟψςυπ 
 
 

Pontos críticos: 
Trecho AB: máxima carga axial. 
Trechos AB e BC: máximo 
cortante. 
Ponto B: máximo fletor. 
 
 
 

6 Ü π Ø υÍ ςȟρφ Ë. 
- Ü υÍ ρπȟψ Ë.ȢÍ 

0 ςȟυ Ë. 

6 ςȟρφυ Ë. 

 

-  ςȟρφυ8 ρπȟψςυ 



 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

Exemplo 5.2 
(ÉÂÂÅÌÅÒ φΝ ÅÄȢ    0ÇȢρχ 

Construa os diagramas de 0Øȟ6Ø e -Ø e indique os valores máximos 
 
 

­     Cálculo das reações 
 

ᵤ - πḈ- &Ͻς σππϽφ π 

- φππϽς ρψππ 
 

- σπππ .ȢÍ 
 
 

Вᴻ& πḈ σππ& 2 π  
 

2 ωππ . 

 

ᴼВ& π    Ḉ   2 π  
 
 

Para efeito de cálculo de reações o carregamento distribuído pode ser representado 
por uma força concentrada equivalente atuando no centróide da área.  
 

 

         ×Ø ςππ.Í 
 

      &ρ <ÒÅÁ ÄÅ × Ø                        
           

         &ρ
 Ͻ  

              &ρ φππ . 

 
     

O centróide de um triângulo a ρσ da base e da altura.  

 

­ Definição das seções e cálculo dos esforços internos: 
 

Não há descontinuidade entre A e B. Logo existe apenas uma região. 

 
 



 
 

 

 
 
 
 

 Observe que o lado esquerdo é mais simples, pois a forma seccionada do 
carregamento distribuído é triangular, não trapezoidal. 

 O valor do carregamento distribuído seccionado 7  é: 
 

Ⱦ
            7ρ  Ͻ 8 

 
  

E a força equivalente à área é: 

& 7  Ͻ  

 

&
ςππ

φ
Ͻ8 Ͻ

8

ς
 

 

&ς
ρππϽ8ρ

ς

φ
 

 
 

­ Lado esquerdo para π 8 φÍ 
 

 ᴼВ& πḈ   0 π 
 
 
 ᴻВ& πḈ σππ& 6 π  

 

ᵤВ- πḈ- &Ͻ σππϽ8 π  

 
 

­  Construção dos Diagramas: 

 
 
Carregamento triangular gera esforço cortante parabólico e momento fletor 

cúbico. 

6
ρππ

φ
8 σππ 

-!"
ρππ

ρψ
Ͻ8ρ
σ σππϽ8ρ 

 

 

 



 
 

 

- 8  Ë.ȢÍ  

 

 

 

 

6 8 φÍ  ρππϽ
φ

φ
σππ ωππ . 

 

- 8 φÍ  
ρππ

ρψ
Ͻφ σππϽφ  σπππ . 

 

Exemplo 5.3 
!ÐÏÓÔÉÌÁ ρ  % ςȢς 

Trace os de V(x) e M(x). 

­ Cálculo das reações 
 

ᴼ В& πḈ2 π  
 
ᵤВ- πḈ&Ͻρ ψ 2 Ͻτ π  

 
2 ρ Ë. 

 
 

ᵤВ- πḈ ψ 2 Ͻτ  & τ ρ π  
 

2 σ Ë. 
 

 

O carregamento distribuído retangular 7 Ø pode ser representado por uma força 

concentrada equivalente & atuando no centroide da área. 
 

 

&ρ
ςË.

Í
ϽςÍ 

 

&ρ τ Ë. 
 

 
 

­  Definição das seções e cálculo dos esforços internos. 
 

Seção AB para π 8 ςÍ 
 

                 ᴼВ& πḈ   0 π  
 

                       Вᴻ& πḈ & 6 π  

                        ςϽ8 6 π  
 
 
 

 

ᵤВ- πḈ- & Ͻ π  

-!" ςϽ8ρ Ͻ
8ρ

ς
 

 

6  ςϽ8 

 



 
 

 

­ Seção BC para π 8 ςÍ 
 

 

ᴼВ& πḈ    0 π  
 

Вᴻ& πḈ 6 2 πḈ   
  
 
 

 

ᵤВ- πḈ - ψ 2 Ͻ8 ς π  
 
 
 
 

­ Outra forma seria analisar o lado esquerdo à seção: 

 
 
 
 

ᵤВ- πḈ - 2 Ͻ8 &Ͻ8 ρ π  

- σϽ8 τϽ8 ρ 
  
 
 
  

­ Seção CD para π 8 ςÍ 
 

ᴼВ& π Ḉ    0 π  
 

Вᴻ& π Ḉ 6 2 πḈ   
 
 
 
 
 

ᵤВ- π Ḉ - 2 Ͻ8 π  

 
 
 

ᴼВ& πḈ0 π  
 

Вᴻ& πḈ & 2 6 π 

6 τ σ 
 
 

6 ρ Ë. 

6 ρ Ë. 

- 8 φ 
 

6 ρ Ë. 

- 8 τ 

- 8 
 

 

 

 



 
 

 

­ Construção dos diagramas 

 

6 ςÍ  τ Ë.    
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

5.2 Método gráfico ou do somatório 
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ  σχσ

(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ  συφ
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢςψπ

 

 

Quando uma viga está submetida a diversos tipos de carregamentos e 
condições de apoio, o número de seções a serem analisadas é alto, e o método das 
seções se torna muito trabalhoso. 

Nestas situações podemos utilizar informações baseadas nas relações 
infinitesimais existentes entre os esforços internos V(x) e M(x), e os carregamentos 
atuantes. 

Vamos considerar uma viga bi-apoiada, submetida a um carregamento 
distribuído w(x), forças concentradas F1 e F2, e momentos binários M1 e M2. 

 
 
 

Analisando o diagrama de corpo livre de uma por­«o ȹx da viga, contendo 
apenas carregamento w(x) temos: 

- ςÍ  τ Ë.ȢÍ 
- 8 π -  π φ φ 
- 8 ς -  ς φ τ 

Ou 
- 8 π -  π τ τ 
- 8 ς - ς τ

φ 
 

 



 
 

 

Observe que estamos assumindo 
uma diferença entre os esforços 
internos em ambos os lados de 
ȹP, ȹV e ȹM. 

Relação entre V(x) e w(x): 

+ŷ×Ὂ π  

ᵤВὓ π  

 
 
 
 
 
 
 
 
                                   

 
 

                                        6 &ʋ 6 6 π    ᵼ   6 ×ØϽ Ø 6 6 π 
 

                                        6 ×ØϽ Ø       ou       ×Ø 

 

  ÌÉÍ
ᴼ

×Ø    e    ᷿ ÄÖ  ᷿ ×ØÄØ Ḉ  

 
 
 
 
 
 

                                         &ʋϽ - - 6Ͻ Ø - π    

 

                             - 6ØϽ Ø ×ØϽØϽ     ᵼ    6Ø
Ͻ

 

 
 

                                                   e     ᷿ Ä- ᷿ 6ØÄØ  ᵼ                               

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
As equações encontradas anteriormente foram desenvolvidas para uma porção 

da viga submetida a apenas um carregamento w(x). 
 
Podemos ter outras duas situações: força concentrada e momento concentrado 

(binário); onde estas situações demandam um tratamento separado, pois criam 
descontinuidades nos diagramas V(x) e M(x). 

 
 
 

6 <ÒÅÁ ×Ø 

Relação entre M(x) e V(x): 

- <ÒÅÁ 6Ø 

Inclinação de M(x) em x, é 
igual a V(x). 

ÌÉÍ
ᴼ

-

Ø

Ä-

ÄØ
6Ø 

A variação de momento 
fletor entre dois pontos é 
igual a área de V(x) sob 
os dois pontos (x1 e x2, 
por ex.) 



 
 

 

 
 
 

  ᵼ    ὠ Ўὠ Ὂ ὠ π 
 

       
 

Ўὠ Ὂ 
 

Вᴻ 0 
 

ᵤВὓ π 
 

Ўὓ π 

ᵤВ- π 
 

Ў- -ʋ 

Ў6 π 

¶ Força concentrada: 
 

   
 
Ou seja, ñao passarò pelo ponto de aplica­«o da for­a, h§ uma redu­«o no 

esforço cortante igual ao valor de F. 
 
 

                                       Ḉ- Ў- &
Ў

6ϽЎØ - π 

 

                                        ᵼ   Ў- 6ϽЎØ &Ͻ
Ў

 

 

­ No limite, quando ЎØ tende a zero:  
 

­ Não há variação de momento fletor na presença de uma carga concentrada. 
 

 
 

¶ Momento concentrado: 
 
                                                                                            
 
                                                                       - Ў- -ʋ 6ϽЎØ - π                                                         
 

                                                                       ᵼ    Ў- 6ϽЎØ -ʋ 
 
 
 

No limite, quando ЎØ tende a zero,  
 

Um momento concentrado com sentido anti-horário -ʋ, leva a uma descontinuidade 

do momento fletor negativa e com valor -ʋ. 
 
Observe que o esforço cortante não é alterado, não há variação, neste caso: 
 
Вᴻ& π  Ḉ     

 
 

Pontos importantes: 
 

¶ O método gráfico permite a construção dos diagramas de 6Ø e -Ø de 
maneira mais rápida. 

¶ No entanto, não oferece as expressões/funções de 6Ø e -Ø, necessárias 
para métodos de cálculo de deslocamento baseados em energia de 



 
 

 

Ὂ ρςπ Ὧὔ 

2ÁØπ 
 

2ÁÙψπ Ë. 
 

Вᴻ& π 
 

2ÃÙτπ Ë. 
 

deformação. 

¶ Ótimo complemento ao método das seções: 
- Verificação/análise dos diagramas 
- Aplicação ñem conjuntoò. Por exemplo, ® poss²vel construir 6Ø pelas seções 

e calcular -Ø através da área de 6Ø ou integrando 6Ø. 
 

¶ Pontos de cortante nulo ocorrem onde π, logo em pontos onde o fletor é 

máximo ou mínimo.  

¶ Como Ў6 ᷿ ×ÄØ e Ў- 6᷿ÄØ, se ×Ø é um polinômio de grau Î, 6Ø terá 

grau Î ρ e -Ø será um polinômio de grau Î ς. 
 

Exemplo 5.4  
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ
3ÁÍÐÌÅ χȢυ

        

Construa os diagramas de 6Ø e -Ø e indique os valores máximos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

­  Cálculo das reações: 
 

Para efeito de cálculo das reações, o carregamento distribuído ×Ø pode ser 
representado por uma força concentrada equivalente atuando no centróide de área 
sob ×Ø: 
 

                                                                        &
 
ϽφÍ        

 
 
                                                                           
 
                                                                                   
 

 
 

                                 Ḉ 
 
 

                                 Ḉ    &Ͻφ 2ÁÙϽω π 
  

                                         2ÁÙ
Ͻ
         Ḉ      

 
 

Вᴻ& π 
 

ᵤВ- π 
 

Ḉ    2ÁÙ& 2ÃÙπ Ḉ 



 
 

 

Observe que próximo ao ponto 
A, a área de ×Ø é 
desprezível e o cortante será 

positivo e igual a 2ÁÙ. Logo: 
 

6 2ÁÙ       Ḉ 6 ψπ+. 
 

6ÁÂψπςπϽØ 
 

­ Força Cortante 6Ø 
 

Nesta viga temos duas seções: AB e BC 
 
 

­ Seção AB: 
Utilizamos as duas relações desenvolvidas entre 6Ø e ×Ø: 

 

                                                       ᵼ   6 6 ρςπ 
 

                                                             ςπ 

 
 

Para a determinação do cortante 6 e, consequentemente, todos os demais 
cortantes das seções seguintes, precisamos conhecer ou determinar 

 6 ÃÏÒÔÁÎÔÅ ÉÎÉÃÉÁÌ. 
 

Podemos determiná-lo por:  
  

a) Inspeção, ou 
b) Pelo método das seções 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

­ Pelo método das seções, aplicamos Вᴻ& π : 

        

          2ÁÙςπẗØ 6ÁÂπ      Ḉ  
 

No ponto A, 6ÁÂØ π ψπ+., logo, chegamos a mesma conclusão! 
 

­ Conhecendo 6, basta calcular a área de ×Ø ρςπ+. para se determinar 6: 
 

          6 6 ρςπ     Ḉ       
 
 

A expressão ςπ indica que a função 6ÁÂ possui uma inclinação 

negativa e constante igual a 20. Logo, se trata de uma reta decrescente entre A e B. 
 
 
 
 
 

Ў6 <ÒÅÁ ×Ø 
 

Ä6Ø

ÄØ
×Ø 

6 τπ+. 
 



 
 

 

6 6 π 
 

6 τπ+. 
 

Ø τÍ 
 

Ў- <ÒÅÁ ÄÅ  6Ø 
 

Ä-Ø

ÄØ
6Ø 

 
- - ρςπ+. 
 
 

­ Seção BC: 
 

Observe que no ponto B não há força concentrada aplicada. Logo, o esforço 
cortante ao passar pelo ponto B permanece o mesmo. 
 
Nesta seção, temos: 
 

ɝ6 <ÒÅÁ ×Ø       Ḉ      
 

×Ø  

 

π, confirmando a inclinação nula entre B e C 

 
 

­ Cortante nulo: a localização do cortante nulo será importante para a 
determinação do momento fletor máximo. Neste caso, podemos encontrá-lo por 
semelhança de triângulos: 

 

                                                 Ḉ         

 

­ Momento Fletor -Ø: 
 

­ Seção AB:  
 

Utilizamos as informações do cortante entre A e B para determinar a expressão 
do fletor: 
                                

                                                                      - -  ! !  
 

                                                                      - -
Ͻ Ͻ

 

 
 
 
 

Da mesma forma como o cortante, precisamos do ponto inicial - . Por 
inspeção, como não há momento concentrado no ponto A, - π . 
A avaliação de - Ø π levará a mesma conclusão. Logo, - ρςπ+.ϽÍ. 
Observe que o ponto com momento máximo D Ø τÍ pode ser encontrado através 

da área !: 

  
                                                          

                                                                          Ḉ 
 
 

Ainda na seção AB, observe que, como o cortante varia linearmente, a 
inclinação de -Ø entre A e B, também varia linearmente, com inclinação nula em D. 
 

- - ! 
 
 

- ρφπ+.ϽÍ 
 
 



 
 

 

Ў- <ÒÅÁ ÄÅ  6Ø 

Observe que ao passar pelo ponto B, não 
há momento concentrado. Logo, ὓ  
permanece o mesmo. 
 
- - ! Ḉ - ρςπ τπϽσ 

 

- π 
 
 

Conforme esperado 
(rolete na extremidade) 
 

2 ρχ Ë. 

2 ρπ Ë. 

­ Seção BC: 
 
 
                                                  
 
 
 
 
 
                                                                                   
 

Através de τπ, nota-se que uma inclinação constante negativa 

representa uma reta decrescente entre B e C. 
 

Exemplo 5.5   
"ÅÅÒ ρσΝ ÅÄȢχ ψς 

Construa os diagramas de 6Ø e -Ø. 
 

 
 

­ Cálculo das reações 
 
     

 
                              Ḉ          &Ͻσ φ  2 Ͻφ σϽψ π  

 

                                         Onde & τ  ȢφÍ        Ḉ   

 

2  
ςτ ςτϽσ φ

φ
 Ḉ 

 
 
 
                                     Ḉ         2 Ͻφ &Ͻσ φ σϽς π 

 

2  
ςτϽσ ρς

φ
          Ḉ 

 
 
 

& ςτ Ë. 

ᵤВ- π   
 

ᵤВ- π  
 
 
 

Вᴻ& πḈ 2 π  
  



 
 

 

­ Força cortante 6Ø 
Temos três seções: AB, BC e CD. 

 

­ Seção AB 
 
 
 
 

Onde 6, por inspeção, é 6 2 Ḉ   6 ρπ +. 

 

6 τϽσ ρπḈ   6  ς +. 
 
 

­ Seção BC 
 

Como no ponto B não há força concentrada, o esforço cortante ao passar por 
B permanece o mesmo 
 

  6 6 <ÒÅÁ ×ØȟÅÎÔÒÅ " Å # 
 

6 τϽσ ςḈ   6 ρτ +. 
 
 

­ Ponto C 
 

Observe que analisaremos o ponto C devido a carga concentrada relativa: 
 

6 2 6 π 

 
6 6 2  

 
6 ρτ ρχḈ    6 σ +. 
 

Carga ñpara cimaò aumenta o cortante 
 
 

­ Seção CD 
 
6 6 πḈ 6 6 Ḉ    6 σ +. 
 
 

­ Momento fletor -Ø 
 

­ Seção AB 
 

- - ! !  
 

-
ρπϽςȟυ

ς

ςϽπȟυ

ς
Ḉ    - ρς +.ϽÍ 

6 6 <ÒÅÁ ×Ø 
  



 
 

 

Por inspeção: 
 

  - π  Ḉ pino na extremidade não oferece resistência a rotação 
 
 

­ Ponto B 
 
- - φ π 
 
- ρς φ 
 
  - ρψ +.ϽÍ 

 
 

Momento horário aumenta o fletor 
 

­ Seção BC 
 
- - !  
 

- -
ρςϽσ

ς
ςϽσ 

 

- ρψ ςτḈ   - φ +.ϽÍ 
 
 

­ Seção CD 
 

Não há momento concentrado no ponto C. Logo, o fletor permanece o mesmo: 

-  φ +.ϽÍ 
 

- - ! Ḉ- φ σϽςḈ   - π 
 
 

­ Cortante nulo 
 
           

                           Ø ςȟυ Í 

 
 
 
 

- - ! 
- ρςȟυ π 

 

  - ρςȟυ +.ϽÍ 
 
 
 



 
 

 

-
 Ͻ

Ͻ,    

 
  

Exemplo 5.6  
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ

3ÁÍÐÌÅ ÐÒÏÂÌÅÍ χȢφ
 

Construa os diagramas de 6Ø e -Ø. 
 

 

 
 
 

­ Cálculo das reações 
 
 

 
     
 
                      
                      Ḉ & 2 π, 2 & Ḉ 

 
 

                             Ḉ -  &Ͻ,  π  Ḉ 

 
 
 

­ Força cortante 6Ø 
Temos duas seções: AB e BC. 

 
 

­ Seção AB 
 
 
 
 

Onde 6, por inspeção, é 6 π 
 

6 π  
Ͻ 
Ḉ   6   

Ͻ 
  

 
 
 
 
 
 

ᵤВ- π  
 

ᴼВ& πḈ 2 π  
  

6 6 <ÒÅÁ ×Ø 
  

Вᴻ& π  

  
2

Ͻ 
  



 
 

 

­ Seção BC 
 

Como no ponto B não há força concentrada, o esforço cortante ao passar por 
B permanece o mesmo 
 

  6 6 <ÒÅÁ ×Ø  
 
 

   6  
Ͻ 
       , não há 7 Ø entre B e C. 

 

 
 

  

­ Cálculo da área Parabólica ! 
 
 

 
 

Logo, !  ÁϽ
Ͻ
Ḉ   !  Ͻ

   observe que a área será negativa 

se 6Ø for negativo. 
 
 
 
 
 
 



 
 

 

­ Momento fletor -Ø 
 

­ Seção AB 
 

Por inspeção,  - π       -  só será não-nulo quando existir um momento 
concentrado na extremidade A. 
 

-  - <ÒÅÁ 6Ø  !  
 

-  ϽÂȢÈḈ -  ÁϽ
  Ͻ Ḉ  -   Ͻ

 

 
 

­ Seção BC 
 

Não há momento concentrado no ponto B. Logo, o fletor permanece o mesmo 
ao passar por B. 
 

-  - <ÒÅÁ 6Ø !   
 

-  
Ͻ Ͻ

Ͻ, Á  
Ͻ Ͻ Ͻ 

   

 
 

-
7  Ȣ  Á

φ

7 ȢÁÌ

ς
 

 

Exemplo 5.7  

(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢχ ψω 

Construa os diagramas de 6Ø e -Ø. 
 

 
 

­ Cálculo das Reações 
 

 
 
 
 
 
  & σππ . 

 & ρππ
.

Í
σÍ 

 

 &
ρππȢσ

ς
 

 
 

 & σππ .  



 
 

 

  

 

 

 

Note que as linhas de ação da força concentrada de 300N é a mesma da força 
equivalente ao carregamento retangular F1. 
 

ᵤВ& π Ḉ 2 π   
 
 
ᵤВ- π  Ḉ & ρȟυ σππȢρȟυ 2 Ȣσ & σ ρ σπππ   

 

2
τυπτυπφππσππ

σ
  

 
ᵤВ- π   Ḉ 2 ρȟυ 2 Ȣρȟυ & ςȟυ σπππ  

 

2
φππȢρȟυ ρυπȢςȟυ σππ

ρȟυ
  

 
 

 

­ Força Cortante 6Ø 
 

­ Seção AB  
 

 6 6 <ÒÅÁ Ø,    onde constata-se, por inspeção, que 
 
 

 6  2  Ḉ  

 
 

 6 ρυπρππȢρȟυḈ  
 
 

­ Ponto B 
 
Note que analisaremos o ponto B devido à força concentrada de 300N aplicada.  

 
 
 

[Linha, aqui, denotando o cortante logo à direita de B.] 
 

 6 σππ 6 π 
 

 6  6 σππḈ 
 
 
Carga ñpara baixoò reduz o cortante. 
 
 

 Ὑ φππ ὔ 

 2 ρυπ . 

 6 ρυπ . 

 6 π 

 6 σππ . 



 
 

 

­ Seção BC  
 

 6 6 <ÒÅÁ Ø 
 

 6 σππρππȢρȟυḈ 
­ Ponto C  
 

 
 

                         Вᴻ& π  

 
6  2  6 π 

 
6  6  2  

 
Carga ñpara cimaò aumenta o cortante de acordo com o valor da carga. 

 

­ Seção CD  
 

 6 6 <ÒÅÁ Ø 
 

 6 6
ρππȢσ

ς
 

 

 6 ρυπρυπḈ 
 
 

 Conforme esperado, pois não há força concentrada (aplicada ou reativa) na 
extremidade D da viga. 
 

 

 6 τυπ . 

 6 ρυπ . 

 6 π 



 
 

 

 

­ Cálculo das áreas do cortante 
 

 

 !
ρυπȢρȟυ

ς
 

 
 
 

 ! σππȢρȟυ
ρυπȢρȟυ

ς
 

 
 
 

 !
ρ

σ
ȢÂÈḈ !

σȢρυπ

σ
  

 
 
 
 

A forma das funções de fletor: parabólica entre A e C, e cúbica, entre C e D, 
podem ser entendidas a partir de: 
 

ἬἙ

Ἤὀ
ἤὀ 

 
 
Por exemplo, observe que na seção CD a inclinação do momento no ponto C 

é positiva, om valor 150, decresce lentamente em direção ao ponto D e é nula no 
ponto D, fornecendo uma curva com concavidade para cima, uma vez que o sentido 
positivo do momento é para baixo. 

 
 

­ Momento fletor -Ø 
 

­ Seção AB  
 

Por inspeção, - π 
 

 - - <ÒÅÁ 6Ø entre A e B, com " ! 

 ! ρρςȟυ .ȢÍ 

 ! υφςȟυ .ȢÍ 

 ! ρυπ .ȢÍ 

 - ρρςȟυ .ȢÍ 



 
 

 

­ Seção BC  
 

Não há momento concentrado no ponto B. Logo, não há alteração de fletor, 

e  -  permanece 112,5 N.m. 
 

 

 - - <ÒÅÁ 6Ø 
 

 - - ! Ḉ - ρρςȟυ υφςȟυ 
 
 
 
 

­ Seção CD 
 

 - - <ÒÅÁ 6Ø  
 

 - - !  
 

 - τυπρυπ 
 
 
 
 

 Note que era esperado este valor de momento, uma vez que no ponto extremo 
da viga D, temos um binário horário de valor 300 N.m. 
 

  

 - τυπ .ȢÍ 

 - σππ .ȢÍ 



 
 

 

6 Forças distribuídas  
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  ςσσ 
"ÅÅÒ σΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  ςσχ 

(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  τυρ
 

 

Até então, tratamos apenas de forças e momentos concentrados ou forças 

distribuídas para carregamentos retangulares ou triangulares, nos quais as áreas e 

centroides são simples. 

 
 

Na realidade, uma ñfor­a concentradaò n«o existe no sentido da palavra, ® algo 
fictício, pois toda aplicação de força ocorre em uma área finita, mesmo que seja 
pequena. 

Por exemplo, a força exercida por uma roda automotiva sobre um pavimento, 
é distribuída ao longo de uma área. 

 
 

 
 
 
 
 

 

Mas como a área de contato é pequena com relação às outras dimensões do 
carro (distância entre as rodas), nós podemos aproximar esta força distribuída por 

uma força concentrada resultante &ᴆ. 
 
Podemos dividir esse tópico em 3 categorias de problemas:  
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  ςστ 

 

Distribuição de linha 
Força distribuída ao longo de uma linha ou cabo, 

suportando um carregamento vertical;  
 
 

Distribuição de área 
Pressão hidráulica da água contra a parede de 

uma represa ou empuxo da terra sobre algo no 
subsolo;  
 
 

Distribuição de volume 
Força gravitacional que atua em todos os elementos de massa de um corpo. 



 
 

 

 
 

0 Ä0Ͻ Ä6 

 

0 ÄÍϽÇÄ6 

 

constante gravitacional 
(experimentalmente) 

 

 
 

 

 

6.1 Centro de Gravidade 
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ    0ÇȢ  ςσυ 

 
Vamos considerar um corpo suspenso de massa m. Cada partícula deste corpo 

ou elemento infinitesimal Ä6 possui massa infinitesimal  ÄÍ ao qual é atraído ao centro 

da Terra por uma força infinitesimal Ä0ᴆ. Notem que esta força varia ao longo do volume 
V, pois:  

 

Ä0 ÄÍϽÇ  
 
 
 
 
 
 
 

 

 

A distância d entre o centro da Terra e um ponto na 
superfície terrestre é praticamente constate ao longo de V. 

 
 

 

Para determinar a localização (coordenadas) do centro de gravidade de 
qualquer corpo, nós devemos aplicar o princípio dos momentos às forças 
gravitacionais em relação aos eixos coordenados.  

 
Em relação ao eixo x: 

 

         -ᴆ Òᴆ &ᴆ    
         Ä- ÚϽÄ0 Ḉ     Ä᷿- ᷿ÚÄÐ 

 

     O peso total é dado por    0  ᷿ Ä0 

 
 

 
 

 

 

Existe uma coordenada Ú, posição de G, no qual o momento provocado pelo 
peso total P será igual a soma dos momentos infinitesimais dM provocados por dP ao 
longo do volume V. 
 
Ou seja, um modelo equivalente ou simplificado, representando todo o peso P no 
centro de gravidade G, ocasionará os mesmos efeitos translacionais e notacionais. 

 

& 'Ͻ
-ϽÍ

Ä
 

 
 

 Ú
᷿

᷿
             Å            Ø

᷿

᷿
  

 

  ᷿ Ä- ÚϽ0 Ú᷿ Ä0  



 
 

 

Momento produzido por Ὠὒ 

6.2 Centróide de área  
(ÉÂÂÅÌÅÒ !ρ 

 
Está relacionado ao ponto que define o centro geométrico da área. 
Considere uma seção transversal qualquer de área A cujo centroide está 

posicionado no ponto C, com coordenadas ØȟÙ com relação aos eixos de referência 
x e y. 

 
 
 
 
 
 
 

 
Temos que a soma dos momentos de área (equivalente aos momentos gerados 

pelas áreas Ä!) deve ser igual ao momento total gerado pela área total A: 
 

Eixo x    Eixo y 
 

Ù᷿Ä!ÙϽ!    Ø᷿Ä!ØϽ! 

 
 
 
 
 

 

Onde as integrais ᷿ÙÄ! e ᷿ØÄ! são chamadas de 

momento de primeira ordem ou momento estático em relação aos 
eixos y e x, respectivamente. 

 
 

 Centróide de Linha 
 

 
 
 
 
 

­ Note que normalmente o centroide não se encontra 
sobre a linha. 
 
 

 
 
 
 
 
 

  Ø
᷿

᷿
 

 

Ø
Ø᷿Ä,

Ä᷿,
 Ù

Ù᷿Ä,

Ä᷿,
 

Ù
᷿

᷿
                  

 

ςØ ÙÄ! 

 

ςÙ ØÄ! 



 
 

 

#ØȟÙ #φψÍÍȠψπÍÍ 
 

 

 

 

Áreas compostas 
Em muitos casos, uma área pode ser decomposta ou dividida em várias partes 

simples (básicas). Sendo conhecida a área e a localização de cada uma dessas áreas 
simples, podemos substituir o processo de integração por um somatório, isto é: 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Exemplo 6.1 
(ÉÂÂÅÌÅÒ σΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ ! ρ 

 

Determine o centroide da figura plana  
 

 
 

  Ø
Ͻ Ͻ ϽϽ ϽϽ

π  

 

  Ù
Ͻ Ͻ ȟ ϽϽ ϽϽ

  

 
               #ØȟÙ    #πȠψȟυυÃÍ  
 

 
Note que #ØȟÙ independe do sistema de coordenadas escolhido. 

 

Exemplo 6.2  
(ÉÂÂÅÌÅÒ σΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ ! φ 

 

Determine o centroide da seção transversal de uma viga perfil C,  
 

 

Ø
Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ

Ͻ Ͻ Ͻ
φψÍÍ  

 

Ù
Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ

Ͻ Ͻ Ͻ
ψπÍÍ  

 
 
 
 

No entanto Ù poderia ter sido determinado por simetria. 

Obtendo ὼӶ por adição: 
 

Ù
В ÙϽ!

В !
 Ø

В ØϽ!

В !
 

1 ÙϽ! 



 
 

 

Obtendo ὼӶ por subtração: 
 

 

 

 

 

 
 

Ø
ØϽ! ØϽ!

! !
 

 

Ø
Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ

Ͻ
  

 

             Ø φψÍÍ 
 
 

Formas de superfície 
 

Triângulo 
 
 
   

                                                                  Ø          Ù  

                                                        
 
 
 

Semicírculo  
  
 

                                                                    Ù  

 
 
 
 

Quarto de círculo  
 
 
 

                                         Ø    Ù  

 
 
 

 

Para qualquer forma com funções bem definidas podemos determinar Ø Å Ù 
 
 
 
 
 

 



 
 

 

¶ Triângulo 
 

¶ Retângulo 
 

¶ Semicírculo  
 

¶ Círculo 
  
 

1  ÙϽ! 

1 υπφφςυȟτψ ÍÍ   
 

1 χυχφωωȟρρ ÍÍ  

 

! ρσψςψȟσς ÍÍ  

Exemplo 6.3  
"ÅÅÒ σΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ υȢσ

 

Determine os momentos estáticos em relação a x e y e o centroide da figura.    
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

     1 Ù᷿Ä! ᵼ     

 
 

1 ÙϽ! ÙϽ! ÙϽ! ÙϽ!   
 

1 ςπϽ
Ͻ

τπϽψπϽρςπ ψπ Ͻ
Ͻ

ψπϽʌϽτπ  

 
 
  

 
     1 ØϽ! ØϽ! ØϽ! ØϽ!   

1 τπϽ
Ͻ

φπϽψπϽρςπφπϽ
Ͻ

φπϽ   ʌϽ     τπ  

 
  

 
 

­ Posição do centroide 
 

Ø
ВØϽ!

!
       

1

!

χυχφωωȟρρ

ρσψςψȟσς
 

 

Ù
В Ͻ

       
ȟ

ȟ
 

 
 

                                             !             !              !             !  
 

!
φπϽρςπ

ς
ψπϽρςπ

ʌϽφπ

ς
 ʌϽτπ 

 
 
 

1  ØϽ! 

Ø υτȟχωÍÍ 

Ù σφȟφρÍÍ 



 
 

 

  

 

6.3 Determinação de centróides por integração 
"ÅÒÒ ωΝ ÅÄȢ  ςσφ
-ÅÒȢχΝ ÅÄȢςσω
(ÉÂȢρσΝ ÅÄȢτυτ

 

 
O centróide de uma área limitada por curvas analíticas (curvas descritas por 

equações algébricas) é determinado avaliando-se as seguintes integrais de área:  
(Beer 9ª Ed. 236/Mer. 7ª Ed. 239/Hib.13ª Ed. 454) 

 

Onde C(ØȟÙ) representa o cento geométrico da área A. 
 
Se o elemento de área dA é um pequeno retângulo de lados dx e dy, é 

necessário a avaliação de uma integral dupla com relação a x e y:  ᷿᷿&ØȟÙÄØÄÙ. 

 
Coordenadas cartesianas           Coordenadas polares 

 
 
 
 
 

 
 
 
No entanto, na maioria dos casos é possível determinar o centróide de uma 

área com uma integral simples escolhendo um elemento diferencial da área dA como 
um retângulo fino (horizontal ou vertical). 

 

Em um dA vertical, o centroide do elemento é    Ù
Ù
ς e Ø Ø 

 
 

 
 
 
 
 
 
Em um dA horizontal, o centroide do elemento é    Ù Ù e Ø Ø

ς. 

 

 

Ø
᷿

᷿
        e       Ù

᷿

᷿
 

 



 
 

 

 
 

 

Ù
᷿Ù

Â
ÈϽÙ ÂϽÄÙ

᷿
Â
ÈϽÙ ÂϽÄÙ

Ḉ 

 

 
Ù

ÂϽ
Ù
ς

Â
ÈϽ
Ù
σ

ÂϽÙȿ
Â
ÈϽ
Ù
ς

  
ÂϽ
È
ς ÂϽ

È
σ

ÂÈ
ÂÈ
ς

 

 

Ù
ÂÈ
φ

ÂÈ
ς

       Ù
È

σ
 

 

Obs: No limite de ÄÙO π a área  é descartada. 

 

Podemos então escrever o centróide C(ØȟÙ) em termos dos momentos estáticos 1  e 
1  gerados por dA: 
 
 

ØϽ! Ø ϽÄ! Ḉ 

 
 
 
 

ÙϽ! Ù᷿ ϽÄ! Ḉ   

 
 

Exemplo 6.4  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ
%ØÅÍÐÌÏ ωȢσ 

 

Determine a coordenada Ù do centróide do triângulo abaixo.  
 
 

                                                   Vimos que   Ù
᷿

᷿
   onde   Ä! ØϽÄÙ  

 

                                                    dA horizontalḈ
Ù Ù

Ø
  

 
 

Equação 1º grauḈ
Ù ÆØ
 Ù ÁØÃ

                                Ù ϽØ È    P     

 

Quando Ø πȠÙ È                                                             Ø ϽÂ Ḉ  Ø ϽÙ Â 

              Ø ÂȠÙ π.  
 

          
È ÁϽπ Ã  Ḉ Ã È

π ÁϽÂ Ã  ḈÁ ḈÁ
  

 
 
 
 

  
  
 

 
 
 
 
 

Ø
Ø᷿ Ä!

Ä᷿!
 

Ù
Ù᷿ Ä!

Ä᷿!
 



 
 

 

 

 

 

 

Poderíamos calcular o centróide de x a partir do elemento de área dA 
horizontal através de: 

 

     Ø
᷿

᷿
                 Ø

᷿

᷿
  

Ø
᷿
Ø
ςϽØϽÄÙ

Ø᷿ϽÄÙ

᷿
È Ù
ςÈ ϽÂϽ

È Ù
È ϽÂϽÄÙ

᷿
È Ù
È ϽÂϽÄÙ

 

 

Ø

Â
ς᷿

È Ù
È

ÄÙ

Â᷿
È Ù
È
ÄÙ

Â
ςÈ᷿

È ςÈÙ Ù ÄÙ

Â
È᷿

ÈÄÙ᷿ÙÄÙ
                    Ø

Â

σ
 

 
 

Exemplo 6.5  
-ÅÒÉÁÍ 3υȾτȟςττ 

Localize o centróide sob a curva Ø ËϽÙ de Ø π a Ø Á e Ù π  a  Ù Â.  
 
      

  
   

 

  Ä! ÙϽÄØ    Ḉ  Ä! Ø
Ë
Ⱦ
ϽÄØ  

 
 

Quando Ø πȠÙ π e, quando      Ø ÁȠÙ Â; 
 
Logo, Á ËϽÂ   e 
 
 

Ø

Ø᷿Ͻ
Ø
Á
Â

Ⱦ

ϽÄØ

᷿
Ø
Á
Â

Ⱦ

ϽÄØ

Â

Á
᷿ØȾ ϽÄØ

Â

Á
᷿ØȾ ϽÄØ

᷿ØȾ ϽÄØ

᷿ØȾ ϽÄØ

ØȾ
χ
σ

ØȾ
τ
σ

τ

χ
Ͻ

ØϽØ

ØϽØ

Ḉ   Ø
τ

χ
ϽÁ 

 
 
 
Existem duas possíveis maneiras, com elemento diferencial: 

¶ Vertical (1ª Solução). 

¶ Horizontal (2ª Solução) 
 
 
 
 
 
 

Ø
᷿Ø Ä!

᷿Ä!
 

Ë
Á

Â
 



 
 

 

Ø Ø
Á Ø

ς
 

Ø
Ø Á

ς
 

Ù Ù 

Ä! Á ØÄÙ 

8ÅÉ8 

9ÅÉ
Ù

ς
 Ù

᷿
Ù
ςÄ!

Ä᷿!
 

 

Elemento  
diferencial vertical 

 

 

 
 
 

­ 1ª Solução:  Com o elemento diferencial vertical, a variável de integração é Ø, 
e as coordenadas de # ØȟÙ  são: 

  
 
 
           
 
 
 
 
 
 

Ù
᷿ 
ρ
ς Ͻ 

ÂϽ  Ø
Á Ͻ 

Â Ͻ Ø
Á Ͻ   ÄØ

᷿
ÂϽØ
Á

ϽÄØ

            Ù

  
Â

ς Ͻ Á
᷿Ø Ͻ ÄØ

Â

Á
  ᷿ Ø Ͻ ÄØ

Â Ͻ Á

ς Á ϽÂ
Ͻ

Ø 
υ
σ

Ø
τ
σ

 

Ù  
Â

ς Ͻ Á
 Ͻ 
σ

υ
Ͻ
τ

σ
Ͻ
Á

Á
            Ù

ς

υ
Â   

 
 
 

­ 2ª Solução:                              
 
 
      
 
 
 
 
 
 

Ù
Ù᷿ Ä!

Ä᷿!
 

 
 
 
 
 

Ø
᷿

᷿

᷿ Ͻ Ͻ

᷿ Ͻ

᷿ 

Ͻ

Ͻ
Ͻ

᷿ Ͻ Ͻ
Ễ  

 
 
 
 

 

 (y/2)                 dA  

 

 Xel           dA 

 Mais trabalhoso que a integral obtida no elemento vertical 



 
 

 

Ù τØ   
    ÏÕ  

 Ù ςØ  

Ä! Ù Ù ϽÄØ 
Ø Ø  

Ù Ù   

Ù   

Exemplo 6.6  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρςΝ ÅÄȢ

0ÒÏÂÌÅÍ ωȢσς ωȢσσ 
 

Localize o centróide da área hachurada.  
 
 
 

                                                     Escolhendo um elemento infinitesimal de área                
                                                vertical dA: 

 
 
 
 
 
 
 
 

Ø
᷿

᷿

᷿

᷿

᷿

᷿

᷿

᷿

᷿

᷿

᷿   ᷿

᷿   ᷿  

 
 

  

Ͻ

Ͻ

Ͻ

Ͻ

Ͻ Ͻ
Ͻ ᴼØ πȟτ Í             

 
   

Ù
᷿

᷿

᷿

᷿

᷿
Ⱦ

᷿

᷿ Ⱦ Ͻ

᷿

᷿ ᷿

᷿ ᷿

 

 

  

  
 ᴼÙ ρ Í       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 

Ä& Ä! 
Ä& 7 Ø ÄØ 

6.4 Cargas distribuídas sobre vigas 
"ÅÒÒ ω %ÄȢÐÇ ςτψ

-ÅÒȢ  χ  %ÄȢÐÇςχσ
 

 
O conceito de centroide de área pode ser utilizado para resolver vários problemas, 

como o de uma viga suportando um carregamento distribuído. A carga distribuída W(x) 
varia com x, é normalmente expressa em [N/m], unidade de força por comprimento. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
onde a carga total resultante é igual a área sob esta curva e atua no centroide da área. 
 
 

 
 

Observe que ×ϽÄØ é igual a magnitude de dA. Logo, 
 

 
 
 
 

Para determinar a coordenada Ø do centroide C, devemos observar que o 
momento produzido pela força resultante & em torno do ponto A (&ϽØ) deve ser igual 
aos momentos gerados pelo carregamento infinitesimais Ä&  equivalente à Ä! 7Ͻ
 ÄØ. 

 
Dessa forma podemos substituir o carregamento distribuído W(x) por uma força 

concentrada equivalente & atuando no centroide da área do carregamento.  
 
 
 
 

& Ä! !  

& 7ϽÄØ 

&ϽØ Ä& 

& ϽØ ØϽ× ÄØ 

Ø
Ø᷿ 7 ÄØ

&
 

 



 
 

 

& ρψ Ë. 

& ! ï 

 

Ø
᷿ØϽ×Ø ÄØ

&
 

 

ρυππÁϽπ Â
τυππÁϽφ Â

 

7 Ø υππØρυππ 
 

Ø σȟυ Í 

Exemplo 6.7  
"ÅÒÒ ωΝ ÅÄȢ

3ÁÍÐÌÅ υȢωȟςυπ
 

Determine as reações no suporte  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Neste caso nós temos um carregamento distribuído formado por uma área 
composta: 2 triângulos ou retângulo + triângulo onde conhecemos o centróide de cada 
área. 

 
 
Existem duas maneiras de representar este carregamento distribuído: 
 

­ Maneira 1 
 Representando uma carga concentrada equivalente à área total, onde: 
 

 
 
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

& 7᷿ ÄØ     ᵼ     & ᷿ υππØρυππÄØ                       Ø
᷿  

᷿
 

             ᵼ     &
υππϽφ

ς
ρυππϽφ 

 
 
 
 



 
 

 

2 χȟυ Ë. 2 ρπȟυ Ë. 

& ω+. 

& ω+. 

/+Ȧ 

­ Maneira 2  
Representando uma carga concentrada equivalente ao retângulo e outra 

equivalente ao triângulo: 
 
 

& ρυππ
.

Í
ϽφÍ 

 
                                                                                                  
                                                                                           
 

                                                                                                   & σπππϽ  

 
 
 
 
Os centroides do retângulo e triângulo podem ser determinados por inspeção: 

                              
 
       
                                              (um terço da base) 
 
 

­ Cálculo das reações: 
 

             ᵤВ- π                                                     ᵤВ- π 
 
&Ͻφ τ &Ͻσ 2 Ͻφ π                      &Ͻσ &Ͻτ 2 Ͻφ π    

 
 
 
 
 
 

­ Verificação: 
 

2 2 & & π 

 
χȟυ ρπȟυ ω ω π 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Ø σÍ 
 
Ø τÍ 



 
 

 

7 Ø ρπππςØ 

& 7 ØÄØ 

Ø τȟτψω Í 

 

 

Exemplo 6.8 
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ
3ÁÍÐÌÅ υȢρςȟςτχ

 

 Determine as reações no suporte  
 
 

                                                                                   7 Ø 7 ËØ 

 

                                                                                  
ρπππ7 ËϽπύ

ςπςτ7 ËϽψύ
 

 

                                                                                    7 ρπππ 
 
                                                                                    Ë ς 
 
 
 
 
 
 
 
 
        

           & ᷿ ρπππςØ ÄØ 

           

           & ρπππϽψ
Ͻ

 

 
           & ρπȢπτψ .          (área sob o carregamento distribuído) 
 
 
 
 

­ Cálculo do centroide: 
 

 Ø
᷿  

᷿
     Ḉ    Ø

᷿  

᷿
      Ḉ     onde  Ä& Ä! 7ÄØ 

 
 

                                                      Logo,    Ø
᷿

 

 
 
 

Ø
᷿

          Ḉ        Ø
 Ͻ

     Ḉ 

 
 
 
 



 
 

 

В&ᴼ π 
2 π 
 

ᵤВ- π 

- τυρπχȟς .ȢÍ 

В&ᴻ π 

 2 ρππτψ . 

­ Força equivalente Ὂ 

 & ςρφȟφχ +. 

Ø σȟτφÍ 

­ Cálculo das reações 
 
 

                                                                       
                                                                         - & ϽØ π 
                                                                         - ρππτσϽτȟτψω 
                                                                 
 
  
 
  
 

                                                                         
                                                                          2 & π 

       
 
 

                                                                   

Exemplo 6.9   
Pórtico simples bi-apoiado submetido a um carregamento parabólico. Determine as 

reações considerando 7 Ø τØ ρπ. 
 

  
                                                                                           
 
 
 
 
    

                                                                        & ᷿7 ØÄØ 

                                                                        & ᷿ τØ ρπÄØ                                                                              

                                                                                    & τϽ
π

υ

ρπϽØȿπ
υ 

                                                                                            & ρφφȟφχ υπ 

 
 
 
­ Cálculo do centroide Ø: 

 

Ø
᷿

᷿
          Ḉ        Ø

᷿ Ͻ

ȟ
        Ḉ       Ø

᷿ Ͻ

ȟ
 

 

ᵼ    Ø

Ͻ Ͻ

ȟ
       ᵼ    Ø

ȟ
       ᵼ           

 
 



 
 

 

ᵤВ- π 

2 τςωȟρς KN 

В&ᴼ π 
 

В&ᴻ π 
 

2 ςωȟρς +. 

­ Cálculo das Reações: 
 
Para efeito de cálculo das reações podemos substituir o carregamento 7 Ø por uma 

força concentrada equivalente & atuando no centróide Ø. 
 
 
                                            
 
  
                                                            &Ͻυ Ø &Ͻτ 2 Ͻψ π 

                                                             2
ȟ Ͻ ȟ Ͻ

 

                                                    

 
 
 
                                                 
 
 
 
 

 
 
& 2 π                                                    2 & 2 π 

                                                                        2 τππτςωȟρς 

                                                              
 
 

  

2 ςρφȟφχ +. 



 
 

 

 
 

 

7 Momentos de Inércia  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ   0ÇȢυρυ 
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ    0ÇȢτχσ
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ    0ÇȢττρ

 

  

7.1 Momentos de Inércia de Área 

 
Vimos anteriormente que o conceito de centróide de 
área está relacionado ao momento estático ou 
momento de primeira ordem de uma área A: 

 Onde a soma dos momentos de área dA (com 
relação à qualquer eixo) deve ser equivalente ou igual 
ao momento total gerado pela área A, considerando a 
área A concentrada em um ñponto representativoò, ou 
no centro geométrico, com coordenada ØȟÙ. 
 
 

Para o cálculo de Ù, 
 
Realizamos o somatório dos momentos estáticos com relação torno do eixo x: 
 

 

1 ᷿ÙÄ!    O     ᷿ÙÄ! ÙϽ ᷿ Ä!  

 
 
 
Momento estático em relação á x dessa forma,  
 

Ù
᷿ÙÄ!

᷿Ä!
 

 
 

¶ O mesmo procedimento é adotado para o cálculo de Ø. 
 

¶ Podemos fazer uma analogia de 1 com o momento -ᴆ gerado por uma força &ᴆ: 
 

 
 
 

onde, no caso do momento estático 1  , quem está gerando o momento é a área A, 
com distância Ù. 

Existem em muitos problemas de engenharia, onde forças (ou pressão) são 
distribuídas continuamente de maneira linear ao longo da área com relação a um eixo. 
Nestes casos, uma força atuando em um elemento de área é diretamente proporcional 
à uma distância e, consequentemente, o momento associado é proporcional à 
distância ao quadrado, levando a um momento total envolvendo uma integral de forma 

᷿ÄÉÓÔÝÎÃÉÁÄ!. 

-ᴆ Òᴆ &ᴆ ÏÕ - &ϽÄ 



 
 

 

Por exemplo, em problemas hidrostáticos, tem-se que o empuxo, ou a força 
lateral exercida pelo fluido contra a parede, varia linearmente com a profundidade. 

(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσȟÐÇȢυρυ  

 

Ð  ɾϽÙ   
 
 
 
Peso específico do líquido 
 
A pressão agindo em um elemento diferencial dA 
é: 

Ð ᴼÄ& ɾϽÙÄ!  

 

O momento Ä- exercido por Ä& é dado por: 
 

Ä- ÙϽÄ& ÏÕ Ä- ÙɾϽÙÄ! 
 
Logo, Ä- ɾϽÙ Ä!. Integrando Ä- ao longo da área A: 
 
 
 
 
 
 

A integral de área ᷿Ù representa o momento de inércia de área ou momento 

de segundo ordem em relação ao eixo x. 
 

Outro exemplo, conforme será visto em Mecânica dos Sólidos I, são as vigas 
sob flexão.  

É possível demonstrar que a tensão normal ʎ varia linearmente com Ù. 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

- ɾ ÙÄ! ) ÙÄ! 

ʎ 
ʎ

#
ϽÙ 

 



 
 

 

 

O momento dM é Ä- ÙϽÄ&, entrando na folha (use a regra da 
mão direita) 

- ᷿Ä-             - ᷿ ÙϽÄ&  

- ᷿ ÙϽʎ Ä!)  

- ᷿ Ù
Ͻ
Ä!  

 
 
 

 
 

 
 
 

Então, sempre que tivermos uma força variando linearmente com a distância 
em relação a um eixo, o momento produzido pela força envolverá uma quantidade 
chamada ñmomento de in®rcia de §reaò. 

Precisamos calcular uma integral de área ao longo de A. Considere a área a 
seguir: 

 "ÅÅÒ ω  ÐÇȢτχτ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dessa maneira, precisaríamos calcular integrais duplas. 
 
Uma maneira mais simples de calcular o momento de inércia de área é escolher 

o elemento infinitesimal de área dA retangular. 
 

 
 
 

Ä) ÙÄ! 

) ÙÄ! 

 
 
 

- ᷿ÙÄ!  

) ᷿ÙÄ!  O) ᷿᷿ÙÄØÄÙ 

 

) ᷿ØÄ!  O) ᷿᷿ØÄØÄÙ 

- Ͻ)  

) ᷿Ù Á ØÄÙ  



 
 

 

 

 
Logo, melhor o perfil em termos de 
flexão! 

Momento de inércia de uma 
seção retangular 

 
Ä) ØÄ! 

) ØÄ! 

 
 
 
 
 
 

O momento de inércia de área indica um grau de distribuição de área, ou o 
quanto afastado está uma área em relação a um dado eixo. 

 
 
 
 
 
 
 

Considerando as 3 seções com a mesma área A, podemos observar que  
 
Podemos observar que:  
 

ʎØ
-ϽÙ

)
 

 

)ᴻ               Ȣ)ȟ 
 
 
 

Exemplo 7.1  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ
%ØÅÍÐÌÅ ρπȢρ

 

Calcule o momento de inércia da área retangular em relação ao eixo x que passa 
pelo centroide e por x1.  
 

) ᷿ÙÄ!  

 

) ᷿ Ù ÂϽÄÙ
Ⱦ

Ⱦ
  

 

) Â᷿ ÙÄÙ
Ⱦ

Ⱦ
 = ) Â

Ⱦ

Ⱦ

  

 

)   

 
 

 
 

) ᷿ØϽÙ ÄØ  

) ) ) 

)   



 
 

 

)   
Momento de inércia de uma 
seção retangular em relação à 
base 

 

 

) ᷿ÙÄ!  

  

) ᷿Ù ÂÄÙ  

  

) Â᷿ ÙÄÙ  

  
 

Exemplo 7.2  
-ÅÒÉÁÍ χΝ
3ÁÍÐÌÅ !Ⱦτ

 

Determine o momento de inércia da parábola em relação ao eixo x.  
 

­ Determinar K 
Ø τ ÑÕÁÎÄÏ Ù σ  
τ + Ͻσ   

+   

 

 Ø Ù  

 
Existem duas maneiras de resolver este problema: 

dA horizontal ou vertical. 
 
 

­ (A) Ä! horizontal: Neste caso, toda a região de dA está a uma mesma distância 
de x, ou não varia com y. 
 

 

) ᷿ÙÄ!  

 

) ᷿Ù τ ØÄÙ  

 

) ᷿Ù τ Ù ÄÙ  

 

) ᷿τÙÄÙ᷿ ÙÄÙ  

 

) τ
 

  

 
 
 
 

 
 
 
 

) ρτȟτ ÕÎȢ  
Maneira mais simples  



 
 

 

­ (B) Ä! vertical: Devemos observar que área Ä! possui distâncias diferentes do 
eixo x. Vimos que o momento de inércia de um retângulo em torno da base é 

. Logo, Ä) . Integrando o momento de inércia diferencial em relação a 

x, teremos:  
 
 

) ᷿Ä)  

 

) ᷿ ÄØ  

 

) ᷿
Ѝ
ÄØ  

 

) ᷿ØȾÄØ  

 

)
Ⱦ

Ⱦ
  

 
 
 
 

7.2 Teorema dos Eixos Paralelos (Teorema de 
Steiner) 
 

Se conhecemos o momento de inércia de uma área em relação a um eixo que 
passa pelo centroide (ocorre com frequência, encontra-se em muitas tabelas para 
diferentes seções transversais). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

      
 

 
Podemos calcular o momento de inércia em relação a qualquer eixo paralelo 

utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos. 
    

) ρτȟτ ÕÎ 



 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

Ao invés de expressar a posição de Ä! em termos 

de Ù, vamos expressar como ñÙ Ä.ò 
 
 

 

Desta forma,  ) ᷿Ä Ù Ä!. Expandindo os termos, temos: 

 

 
 

᷿ÄÄ!O ÄϽ!,    pois d é fixo. 

 

᷿ÙᴂÄ!O ) ,   normalmente conhecido. 

 

ςÄ᷿ ÙᴂÄ!    O ᷿ÙᴂÄ!  é o momento estático em relação ao centroide C; 

                        Onde ᷿ÙᴂÄ! Ù!. 

 
 
Note o seguinte exemplo: 
 

 

Independentemente da área A, ᷿ÙᴂÄ! 

será sempre nulo pois Ùᴂ π. 
 
 

 
 

Logo, de acordo com o Teorema de Steiner, podemos calcular o momento de 
inércia em relação a qualquer eixo paralelo, desde que conheçamos d e A.  

 
 

 ) ) Ä! 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

) ÙÄ! 

) ᷿ÄÄ! ς᷿ ÄÙᴂÄ! ᷿ÙᴂÄ!  



 
 

 

 

)= 26,75 cm4  

 

 

 

Exemplo 7.3 
0ÅÒÅÉÒÁ %φȢτ 

Determine os momentos de inércia em torno do centróide em relação aos eixos  
x e y. 

Esta é uma área composta por figuras 
geométricas simples, onde conhecemos o momento 
de inércia de um retângulo em relação ao seu 
centróide.  
 
 

)  )  )  )  

 
 
 
 

 

)
ÂÈ

ρς
Ä !  

σϽρ

ρς
ς ϽσϽρ ρςȟςυ ÃÍ 

 

)
ρϽσ

ρς
π ϽσϽρ ςȟςυ ÃÍ 

 

)
σϽρ

ρς
ς ϽσϽρ ρςȟςυ ÃÍ 

 
 
 
 

) )  )  )  

 
 

)
ÂÈ

ρς
Ä!  

ρϽσ

ρς
ςȟςυ ÃÍ 

 

)  
σϽρ

ρς
πȟςυ ÃÍ 

 
) )  ςȟςυ ÃÍ 

 
 

Exemplo 7.4  
(ÉÂÂÅÌÅÒ ρσΝ ÅÄȢ
0ÒÏÂÌÅÍÁ ρπσχ

 

Determine o momento de inércia )  

Podemos resolver este problema por adição ou subtração. 
 
 

                                                    ) )ȟ )ȟ )ȟ Ḉ ) ρωχρ Í  

) τȟχυ ÃÍ 



 
 

 

4
ʐ

ʍ
Ͻ* 

 
 

)ȟ  Ä!
Ͻ

τȟυ ϽρςϽω ςωρφ Í   

 

)ȟ  Ä!
Ͻ

ω ρ ϽσϽ υψπȟυ Í   

 

)ȟ  Ä!
Ͻ

σ ϽφϽ σφτȟυ Í   

 
 

Ou podemos dividir a área hachurada em 1 quadrado e 2 triângulos e somar os 
momentos de inércia. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

7.3 Momento polar de inércia 
(ÉÂȢρσΝ ÅÄȢ     0ÇȢ  υρχ
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ   0ÇȢτχυ

 

 

Uma integral que será muito importante em problemas de torção de eixos 
cilíndricos é o momento polar de inércia. 

Será visto que um eixo cilíndrico submetido a um carregamento de torção 
desenvolverá tensões cisalhantes ao longo da seção transversal.  

 

   Eixo de transmissão 
     As tensões cisalhantes variam linearmente com o eixo 
radial ộ.  
 

Fazendo o desenvolvimento das deformações e tensões 
geradas pela torção, encontramos a seguinte relação:  
 

      
 
 
 

4  Ü᷿ÒÄ!  

) )ȟ )ȟ )ȟ 

 



 
 

 

 

Iy                 Ix 

 Então, o momento polar de inércia em torno do ponto O é dado por: 
 
 

 
  

 

Podemos calcular o * a partir dos 
momentos de inércia ) e ) (eixos que 

passam pelo ponto o) observando que: 
 

Ò Ø Ù 
 
 

 

Logo, *  ᷿ Ø Ù Ä! ᷿ØÄ! ᷿ÙÄ! 

 
 
 
 
 
 
O momento polar de inércia também respeita o teorema dos eixos paralelos: 
 
 
 
 
 

Onde Ä é a distância entre o ponto o e o centroide da área A. 
 
 

7.4 Raio de giração de uma área 
(ÉÂȢρσΝ ÅÄȢ   0ÇȢυρψ
-ÅÒÉÁÍ χΝ ÅÄȢ    0ÇȢττσ
"ÅÒÒ ω Ν ÅÄȢ    0ÇȢτχφ
0ÁÕÌÏ -ÅÎÄÅÓ    0ÇȢςσ

 

 
É uma propriedade do momento de inércia de área que se define como a 

distância, em relação à referência, a que uma área pode estar concentrada, para que 
o momento de inércia seja igual.  

O raio de giração é utilizado no cálculo de flambagem das tensões normais 
geradas por cargas compressivas em colunas. 

Considere a área A abaixo com momento de inércia ) em relação ao eixo x.  
 
 

*  ᷿ ÒÄ!  

ὐ Ὅ Ὅ 

ὐ ὐ Ὠὃ 



 
 

 

 

+  será o raio de giração de modo que o 

momento de inércia ) gerado pelo retângulo 
horizontal seja o mesmo que a área original A. 
 

Observe o seguinte fato: no caso de uma tira 

concentrada com área A, )ᴂ se torna: 

 

b se torna um valor grande e h (+ importante) muito pequeno. Logo,  π 

 
 

Então:   ) Ä! ÏÕ    ) + !   
 
O raio de giração da área A em relação a x é: 

 
 

 
 
 
O mesmo procedimento se aplica ao eixo y: 

 
 

 
 
 
 
e ao momento polar de inércia em relação a um ponto O: 

 
 
 
 
 
 

onde +  é a distância a partir do ponto O no qual o momento polar de inércia 
de A seja o mesmo. 
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ρς
Ä! 

+   

+   

+   

+ + +  



 
 

 

Exemplo 7.5 
"ÅÅÒ ωΝ ÅÄȢ   0ÇȢτχυ
0ÒÏÂÌÅÍÁ ωȢςς

 

Determine o momento polar de inércia e o raio de giração polar em relação ao 
ponto P.  

 
 

 
Podemos resolver este problema de duas 

maneiras: utilizando o momento de inércia de figuras 
compostas ou por integração direta. 
 
 
 
 

 

¶ (A) Figuras compostas:  * ) ) 
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* Á πȟσρςυÁḈ * πȟψωυψ Á  

 
 

¶ Raio de giração polar +  

 

+               ! ςϽ
Ͻ

ϽÁ Á 

 

+
ȟ

Ͻ
Ḉ+ πȟχχσÁ  

 
 
 

¶ (B) Integração direta:  
 

 
 

Ù ÃØÄ                            
 

Ù  πȟ Ø ÁȾς
Ù Áȟ Ø Á

 

 
 
 

π ÃϽ Ä

Á ÃϽÁ Ä
  

* ) ) 

) ςϽ
σσϽÁ

ςψψ

Á

ρς
πȟσρςυÁ 

Determinação 
da função f(x) 

Subtraindo, temos:  
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   Ù ςØÁ                         Ä! ØϽÄÙ 
 

) ς᷿ ÙÄ!  

 

) ς᷿ Ù ØÄÙ  

 

) ς᷿ Ù ÄÙ  

 

) ς᷿ ÄÙς᷿ ÙÄÙ  
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Exemplo 7.6  
"ÅÒÒ ωΝ  ÅÄȢ

0ÒÏÂÌÅÍÁÓ ωȢρφȟωȢρψ
 

Determine o momento polar de inércia e o raio de giração Kx.  
 
 

Ù  Âȟ Ø Á
Ù πȟ Ø π

 

 
 

Â  + ϽÁ  
 
 
 
 
 

Â  + ϽÁ 
 
 

 
 
 
 
 

) Á  

+
Â

Á
 

+
Â

Á
 

  

 



 
 

 

­ Cálculo de ) 

¶ (A) dA Horizontal  
 
 

Ä! Ø Ø ÄÙ 
 

Ø
Á

Â
Ù Å Ø

Á

Â
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) ÙÄ! 

) Ù Ø Ø Ä! 

 

) ᷿Ù Ù Ù ÄÙ            

 

                                                          ) Ͻ Ͻ   

 

                                              )    Ḉ     ) ÁÂ  

 
 
 
 

Outra alternativa para calcular ) é com Ä! vertical: 
 

¶ (B) Ä! Vertical : Área Ä! possui distância diferente do eixo x. 
 

 
 
 

Ä) ÄØϽ
Ù

σ
 

 
 
 
 

 

Ä)
Ͻ Ȣ

  

) ϽØ ϽØ ÄØ  

) ᷿ ϽØ ϽØ ÄØ  

) Ͻ Ͻ      Ḉ  ) ÁÂ  

 
 

Com relação à 
base do retângulo 
































