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1. Introducéo

Toda e qualquer estrutura solida no planeta Terra esta sujeita, em menor ou maior
grau, aos efeitos fisicos, ou leis fisicas, que devem ser detectados para que a estrutura
funcione a contento ao longo de toda a sua vida util.

Esta apostila pretende elucidar tal problematica desde a sua concepgao até os
principios basicos a serem obedecidos.

Parametros que influenciam a concepcao de sistemas estruturais

A estrutura € um conjunto formado pelas partes resistentes que garantem a
estabilidade de um objeto de projeto, por exemplo, uma edificacdo. Cada parte da
construgao, também denominada peca estrutural, deve resistir aos esforgos incidentes e
transmiti-los a outras pecas, através dos vinculos que as unem, com a finalidade de
conduzi-los ao solo.

Quando se projeta uma estrutura, a analise do comportamento estrutural exige
gue sejam feitas algumas simplificacbes que conduzem a modelos estruturais. A Analise
Estrutural determina os esfor¢os e deformagdes a que as estruturas sdo submetidas.

Para que se defina o sistema estrutural mais adequado, para uma determinada
situacao de projeto, devem ser considerados varios fatores. Os principais sdo:

« Projeto arquiteténico:

-Aspectos funcionais (dimensdo do espaco interno, iluminagdo, limitagdes do
espaco exterior, etc);

- Aspectos estéticos (sistemas diferentes geram formas diferentes).

« Carregamento atuantes:

» Condicdes de fabricacao, transporte e montagem da estrutura (vias de acesso,
icamento).

» Material estrutural a ser utilizado (cada material possui caracteristicas mecanicas
peculiares); o material deve estar adequado aos tipos de esforgos solicitantes
pelas estruturas.

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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Classificacao das pecas estruturais quanto a geometria

Os sistemas estruturais sdo modelos de comportamento idealizados para
representacado e analise de uma estrutura tridimensional. Estes modelos obedecem a
uma convengao. Esta convencao pode ser feita em funcdo da geometria das pecas
estruturais que compdem o conjunto denominado sistema estrutural.

Quanto a geometria, um corpo pode ser identificado por trés dimensdes principais
que definem seu volume. Conforme as relagdes entre estas dimensodes, surgem quatro
tipos de pecas estruturais:

e Barra: duas dimensdes da mesma ordem de grandeza e uma terceira maior que
as outras duas.

- Barra de elementos delgados: as trés dimensodes principais sao de diferentes
ordens de grandeza. E o caso dos perfis metalicos, onde a espessura é muito
menor que as dimensodes da sec¢do transversal, que € menor que o comprimento
da peca. As barras de elementos delgados sao tratadas, sob o ponto de vista
estrutural, da mesma forma que as barras, excec¢ao feita a solicitagdo por torgéo.

7 it
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e Folhas ou Idminas: duas dimensbdes de mesma ordem de grandeza, maiores que
a terceira dimenséo.

Subdividem-se em:

- Placas: carregamento perpendicular ao plano médio;
- Chapas: carregamento contido no plano médio;

- Cascas: superficie média curva;

- Bloco: as trés dimensdes sdao da mesma grandeza.

Classificacao das pecas estruturais quanto as cargas

» Tracionadas (cabos): pontes pénseis, pontes estaiadas, tirantes e membranas em
cupulas.

o Comprimidas: pilares, arcos e escoras.

« Trelicas: tracionadas e comprimidas.

» De cisalhamento: paredes em edificios em zonas de sismos e ventos fortes.

» Flexao: vigas, porticos e lajes.

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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Graus de Liberdade, Estaticidade e Estabilidade

Graus de liberdade

As estruturas no espago estdo submetidas a uma resultante de um sistema de
forcas e uma resultante de momentos em um certo ponto. A resultante de for¢cas nesse
ponto leva a uma tendéncia de translacao e a resultante de momentos nesse ponto leva
a uma tendéncia de rotagao.

A translacao pode ocorrer nos trés eixos ortogonais bem como a rotagdo, logo,
uma estrutura no espago possui seis graus de liberdade.

y

Em uma estrutura, torna-se necessario restringir esses graus de liberdade para se
atingir a estabilidade. Os vinculos sdo os elementos responsaveis por evitar as possiveis
tendéncias de movimento, através de reagdes contrarias as tendéncias.

Quando os vinculos ligam os elementos da estrutura entre si sdo chamados de
internos, e quando ligam a estrutura ao meio externo sao ditos vinculos externos.

Vinculos Planos

No plano, um corpo rigido qualquer tem trés graus de liberdade de movimento:
deslocamento em duas direcoes e rotacao.

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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Os vinculos sao classificados de acordo com o grau de liberdade que permitem
(ou do numero de movimentos que impedem):

e Apoio simples ou de primeiro género:

O apoio de primeiro género é aquele que impede o deslocamento em apenas uma
direcdo. A reacéao (R) aparece na diregao do movimento impedido.

Exemplo de movimento: rolete de skate.

Rx=0
: ( Ry=0
TRV ._Rx

o Articulacao, rotula ou apoio do segundo género:

O apoio de segundo género impede todas as translagdes possiveis no plano,
ficando a rotacao livre. As reacdes de apoio (R) aparecerao na direcao das translacoes
impedidas.

Exemplo de movimento: dobradica.

y Mz=0 Rx

P>

X

o« Engaste ou apoio de terceiro género:

O apoio de terceiro género impede todos os movimentos possiveis no plano.
Dessa forma, aparecem trés reagcées de apoio: duas referentes aos movimentos de
translacdo (R) e uma ao movimento de rotagéo (M).

Exemplo de movimento: poste enterrado no solo, trampolim.

X
‘w

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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Estaticidade e Estabilidade

Uma estrutura é dita restringida quando possui vinculos para restringir todos os
movimentos possiveis da estrutura (translagéo e rotagao). Trés casos podem ocorrer na
estrutura de acordo com a limitagdo dos graus de liberdade:

o Estruturas Isostaticas: sdo estruturas com numero suficiente de vinculos para
garantir sua restricdo aos movimentos. Os apoios sdo dispostos de modo a
restringir seu movimento com o numero exato de reacdes necessarias, ou seja, 0
numero de equagodes de equilibrio € igual ao numero de incdgnitas. As estruturas
sdo o objeto de estudo da Analise Estrutural I.

o Estruturas Hiperestaticas: sdo estruturas com vinculos em abundancia para
garantir sua restricdo aos movimentos. Os apoios sdo dispostos de modo a
restringir seu movimento com mais reagées do que equacdes de equilibrio,
chegando-se a um sistema de equacgdes indeterminado (mais incognitas que
equacgoes).

« Estruturas Hipostaticas: sdo estruturas nao restringidas. Os apoios sao dispostos
de modo que o numero de reacdes € menor do que o numero de equacoes de
equilibrio, ou seja, essa estrutura ndo possui vinculos suficientes para garantir a
estaticidade minima necessaria.

2. Grau de Estaticidade — GH

Uma estrutura é classificada segundo seu grau de estaticidade (GH) no plano das
maiores acdes, uma quantificacdo do quao estavel a estrutura € no plano através da
analise de seus vinculos internos e externos.

Quando:

e GH = 0 - Estrutura Isostatica;
e« GH > 0 - Estrutura Hiperestatica;
e GH < 0 - Estrutura Hipostatica.

O grau de estaticidade pode ser calculado através da formula:
GH=1.C1+2.C2+3.C3 —3M
Onde:

« (1 = grau de conexao dos vinculos de 12 classe;
e (2 = grau de conexao dos vinculos de 22 classe;
e (3 = grau de conexao dos vinculos de 32 classe;

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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M = numero de hastes presentes na estrutura.

A; Aﬁﬁk; 37’/

C1

Grau de conexdao do vinculo:
Numero de barras e elementos que concorrem no vinculo - 1

Exemplos:
M=1 GH=1.C1+2.C2+3.C3 —3M
GH=11+21+3.0 -31
C1=2-1 C2=2-1 GH=0
C1=1 C2=1
Estrutura Isostatica e Restringida
1.
2. GH = 1.C1 + 2.C2 + 3.C3 — 3M
% GH=10+20+31-31
M=1 GH=0
C3=2-1 N N
C3=1 Estrutura Isostatica e Restringida

GH=1.C1+2.C2+3.C3—3M

3.
A M=1 A GH=1.0+2.(1+1)+3.0-3.1
- GH =1

Estrutura 1x Hiperestatica e Restringida

GH=1.Ci+2.C2 +3.Cs —3M
GH=1.(1+1+1)+20+3.0-3.1
GH=0

> -
{E
>

2-1 C1=2-
1 C1=1

ol@)

:} %1 Estrutura Hipostatica e Nao Restringida

OBS.: Note que apesar da estrutura apresentar grau de estaticidade igual a zero, ela ndo
possui restricdo ao movimento de translacdo no eixo X, ou seja, ndo possui apoio de
segundo género, tornando-se nao restringida, portanto hipostatica.

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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GH=1.Ci+2.C2+3.C3—3M
GH=11+21+3.(1+1)—3.3
GH=0

Estrutura Isostatica e Restringida

GH=1.C1+2.C2+3.C—3M
GH=11+21+3.(1+1+1+1) —34
GH =3

Estrutura 3x Hiperestatica e Restringida

5. €3=21 C3=2-1
C3=1 C3=1
M=3
C2=2-1 =2-1
c2=1 81:1
6.
C3=21 C3=21
C3=1 C3=1
M=4
C3=21 o
by
C2=2-1 =
C2=1 8}=1 !

Nos exemplos 5 e 6 existe a presencga ndo s6 de vinculos externos, mas também
a atuacao dos vinculos internos. Nesses casos, podemos definir o grau de estaticidade
externa (GE) relativo exclusivamente aos vinculos externos, considerando o M=1 e o
Grau de Estaticidade Interna (Gl) é relativo excluisavmente aos vinculos internos da

estrutura. Sendo:

Onde:

GH=GE + Gl

e GE = Grau de estaticidade externa (C1 + 2.Cz + 3C3 — 3x1);
e Gl = Grau de estaticidade interna (3Q — C2);

e Q = Quadros.

OBS: Cada quadro fechado, tem Gl = 3x hiperestatico e as roétulas internas, baixam o
graus de estaticidades no valor do seu graus de conexao C2

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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7. GE=1.C1+2.C2+3.C3—3
C3=21 C3=21 GE=11+21+3.0 -3
C3= C3=1 GE=0
GI=3Q—-C2
- GI=31-0
Gl =3
C3=21 C3 =21
C3=1 C3=1 GH = GE + GI
GH=3
C2=21 C1=2-
Co=1 i . o
Estrutura 3x Hiperestatica e Restringida

OBS.: Um tipo especial de pértico é a viga Vierendeel, exemplificada na figura anterior.

A viga Vierendeel constitui um painel retangular formado por barras engastadas
ortogonalmente.

8.
GE=1.C1+2.C2+3.C3—3
2 C3=2-1 —
CC33=%1 -9 GE=11+21+3.0 -3
GE=0
GI=3Q—-C
3= 21 L GI=31-0
&3=1 Gl =3
C3=2-1 —
C3=1 C3=2-1 GH = GE + GI
C3=1 GH=3
C1=21 C2=2-1 : Lo .
C1=1 c2=1 Estrutura 3x Hiperestatica e Restringida

OBS: O GI de uma estrutura fechada € igual a 3, independentemente de sua forma
geométrica. Entretanto, quando ha uma rétula interna, ela diminui o GH no valor do seu
respectivo grau de conexao (exemplos 9 e 10).

« Tirante (C1):

Ci=1

=

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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e Articulagdo ou Rotula (Cz): C2=4-1=3

C>=2-1=1 C2=3-1=2

—o—4

9.
GE=1.Ci:+2.C2+3.C3—3
2 =21 C3=2-1 GE=11+21+3.0-3
C2=1 o C3=1 GE=0
Gl=3Q—-C:
Gl=31-1
Gl =2
C3=21 3
Ca=1 Sz GH = GE + GI
GH=2
C2=21 C1=2-1
C2=1 C1=1 Estrutura 2x Hiperestatica e
Restringida
10.
C2=2-1 = —
Co=1 g§=g'1 GE=1.C1+2.C2+3.C3—3
0 GE=11+21+3.0 -3
GE=0
Gl =3Q-C:
Gl=32-(1+2+2+1)
C2=2-1 _
C2=31 C2=1 GI=0
c2=2 Jd
VAR 7% GH = GE + GI
Cao=1 &’ GH=0
Estrutura Isostatica e Restringida

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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11,
=2 = K
Tl = GE=1.C1+2.C2+3.C3 — 3
[ GE=11+4+21+4+3.0 -3
GE=0
Gl =3Q—-C:
GIl=30-1
Gl=-1
2N GH = GE + GI
C2=2-1 C1=21
c2=1 C1=1 GH=-1
Estrutura Hipostatica e Nao
Restringida

OBS: Os tirantes séo elementos lineares capazes de transmitir esfor¢cos de tracao
entre suas extremidades. Nessa estrutura, ira impedir o deslocamento no plano,
somando +1 no Gl e tornando a estrutura estavel.

12,
C2= 21 C3=21 GE=1.C1+2.C2+3.C3—3
St g == GE=11+21+3.0 -3
GE=0
C2=21 C2=21
2=1 p E2 = Gl =3Q— (2
GI=31-(1+1+1)

GI=0
GH = GE + GI

C2=2-1 C1=0.1 GH=10

C2=1 ci1=1
Estrutura Isostatica e Restringida

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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13. Considerando o tirante como um vinculo interno de primeira classe adicional de
equilibrio interno de primeira classe, sem considerar o quadro como fechado:

C2= 21 =21
&1 SiEs GE=1.Ci+2C2+3.C3— 3
[ GE=114+21+30 -3
GE = 0
9 Gl = 3Q+C1 — C2
GI=30+1—-1
Gl =0
ik GH = GE + GI
C2:2-1 e =
221 ci=2-1 GH=0

Estrutura Isostatica e Restringida

Em todos os casos de estruturas planas:
Outra forma de verificar o Grau de Estaticidade Externo de uma estrutura (GE) é
avaliar os vinculos externos e as equacdes disponiveis que incidem sobre ela, sendo:
GE=X-E
Onde:
X = numero de incégnitas (rea¢des de apoio);
E = numero de equacgdes de equilibrio.

As equacdes de equilibrio no plano sdo: XFx = 0; XFy = 0; Mz = 0.

Observacoes:

« Toda vez que adicionarmos rétulas internas em uma estrutura, essas baixam o
grau de estaticidade que devera ser garantido por equacdes adicionais de
equilibrio interno de M= 0

e Sempre que a estrutura apresentar um quadro, serdo acrescentadas 3 reacoes
internas adicionais tantos quantos forem os Quadros Fechados;

e Grau de Estaticidade Interno: GI=3Q-I.

e | = grau de conexao das rétulas internas.

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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Exemplos:
1.
A B GE=X-E
GE=3-3
— +— RxB GE =
Ry RyB GI=3Q—1I
GI=3.0-0
Gl =
Reacoesem A =1
Reag¢des em B = 2 GH = GE + GI
Reacgoes (X) =3 GH=0
Equagdes de Equilibrio (E) =3 Estrutura Isostatica e Restringida
2.
A B c ~ D
sasd N, AN #
1 1 1 1
RyA RyB RyC RyD
Reacdes em A = 2 GE=X-E
Reacbesem B =1 GE=5-3
Reacdesem C =1 GE=2
Reacoesem D =1
Reagdes (X) =5 GI=3Q -1
GI=3.0-2
Gl =-2
Equagoes de Equilibrio = 3 GH = GE + GI
Rétula Interna C2 = 1 GH=0
Rétula Interna C2 = 1
Equagoes de Equilibrio (E) =3 Estrutura Isostatica e Restringida

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
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e DE GE=X-E
GE=4-3
GE=1

Gl=3Q-Cx
GI=3.2- (1+1)
Gl = 4

1 1 GH=1+4
RyA RyB GH=5

Estrutura 5x Hiperestatica e

Reacoesem A =2 R
Restringida

Reacdes em B = 2
Reacoes (X) = 4

Equagdes de Equilibrio (E) =3

3. Trelicas Planas

Essas estruturas possuem grande presenca nas constru¢des. Sua aplicagao vem
desde telhados, pontes, torres para linha de transmissdo. Sao formadas por barras
ligadas através de nos rotulados. As forcas aplicadas nas trelicas devem ser aplicadas
nos nés. Com essa caracteristica, a estrutura pode ser formada, conforme a necessidade
da trelica. De acordo com a utilizacdo das trelicas as barras podem mudar de posicao e
uma nova composicao é formada.

Classificacdo guanto ao equilibrio estatico:

Sejam as variaveis b = numero de barras, r = niumero de reagdes, n = numero de
nos.

Em cada n6 tem-se dois movimentos impedidos internamente , d=2 no caso
bidimensional, por isso o numero de movimentos impedidos internamente em cada né é
d x nonde d=2 e n é o numero de nds da trelica.

Desta forma podemos classificar as trelicas como segue:

b +r < 2 X n ou deslocavel — Hipostatica
b+ r = 2 X n e indeslocavel — Isostatica
b+ r > 2 X n e indeslocavel — Hiperestatica
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Exemplos:

1. Classifique a estrutura:

Numero de reagoes: r = 3
Numero de barras: b =13
Nuimero de nés:n =7

b+r=13+3=19
2Xn=2x7=14
19>14: restringida

Classificagdo: 5x Hiperestatica

Hastes cruzadas indicam treligas
hiperestaticas

Perceba que em alguns casos as barras podem se cruzar e nao apresentarem
ligacdes (nos) entre si, sem transmissdo de carga alguma. Por isso, 0os n0s devem ser
indicados no caso de haverem situagdes como esta.
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2. Numero de reagoes: r = 3
Numero de barras:b =9
Numero de nés: n = 6

N
)
D
-,
-

2Xn=2%X6=12

é\
A 12=12: restringida
RyA RyB

Classificacao: Isostatica

Equilibrio dos Nos:

Neste método de resolugdo é analisado cada ndé separadamente. Como a
estrutura é estatica, sao utilizadas as equacdes de equilibrio em cada né da estrutura.
Para analise inicial consideramos que a for¢ca normal é de tragdo. Assim, se o resultado
for negativo, saberemos que a for¢a sera de compressao.

Ao iniciar o problema é necessario calcular as reacdes externas e em seguida
verificar qual né possui numero de incégnitas menor para obter os esforcos internos
normais ou axiais em suas hastes.

Exemplos:

1. Calcule os esforgos internos da trelica abaixo.

F=10kN
Reacoes:
F=2kN & ¢
XM =0
10x1—Ryax2—-2%x13=0
10— Ryax2—-26=0
Rya = > = 3,7kN
XFy =0
Rya+ Ry — 10 = 0
AL o Ry = 10 — 3,7 = 6,3kN
A ' RxB
A 1,0 | 1,0 A SFx =0
‘RyA ‘RYB —RXB+2=0
Rxs = 2kN
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Depois de calculadas as reacoes isolamos

reacoes.

e NOA:

-
|

Nac /

A/} Nas

i

RyA

e NOB:

N\ Nsc

Nsa (N

os nos até encontrarmos todas as

)

o = tan-! = 52,43°
>Fy =0
Rya + Nac X sina =0
Nioe — Rya 37
AC™ Sina 0,793
= —4,67kN
Fx =0

Nac X cosa+ Nap = 0
—467 Xx0,610+ Na = 0
Nap = 4,67 X 0,610 = 2,85kN

X B
'Z‘;\f RxB

RyB

13,1
oa=tan! —
1
XFy =0
Rys + NBc X sina = 0
Ryg 63
sina. 0,793
= —7,95kN
Nag= Npa

As forcas Nsc € Nac apresentaram resultados negativos, isso quer dizer que o
sentido que foi arbitrado, como saindo do né (tracionando), na realidade, séo

comprimidas.

Os esforcos internos estao dispostos no desenho a seguir:
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F=10kN
F=2kN C
Nca =4.67kN 71 _Nce=7,95kN
/ \\
Nac =4,67kN // \_Nsc = 7,95kN
A /“a Nas285kN Neazsskn O AB »
' ‘ | RxB
RyA RyB
2. Calcule os esforcos internos da treliga abaixo.
. 1,0 . 1,0 1,0 1.0
F=10kN F=20kN F=10kN F=10kN F=20kN
EW. F ! S
<
HI F=1on B FxH
ARYB
v
Reagdes:
O+ EMaA=0
—10X1+4+RyeX2+10Xx1-10%Xx1—-10%x2—-20Xx3 =0
90
Ryg—= 5 = 45kN
XFy =0

Rya+ Ry —10-20-10-10—-20—-10=0
Rya = 80 — 45 = 35kN

YFx=0
—Rxg =0
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Apds calculadas as reacgdes, analisaremos cada nO separadamente e
calcularemos os esforcos internos. E preciso ter atencdo ao escolher os nés. Como s&o
duas equacgbes de equilibrio, cada n6 deve ter apenas duas incégnitas. Por isso
escolhemos o n6 C para iniciar, mas poderiamos ter escolhido também o n6 G pelo
mesmo motivo. A medida que as forcas internas s&o calculadas, outros nés poderao ser
escolhidos.

] XFy =0
© N6 C: —10 — Ncasind5° = 0
_ Nes = — 10 __ 10
F=10kN AT T Snase 0,707
= —14,14kN
Nca = —14, 1IN
Nco Neca = Njc
C &t —
, NCA XFx =0
~ Ncp + Ncacos45° = 0
Ncp + (—14,1)cos45° = 0
Ncp = 10kN
No= Npc
. XFy =0
« NOA Rya + Nap + Nacsin45° = 0
Nap = —35 — (—14,1)sin45°
Nap = —25kN
" | Nap = —25kN
Nac o N Nap= Npa
A YFx =0
% Nan — Naccos45° =0
RyA Nan = Naccos45°
Nau = (—14,1)cos45° = —10kN
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e NoD:
F=20kN

_ D Noe
\NDCﬁ 45;

' Np+
v Nba

« NOE:
F=10kN

NED, E NEf

NEes

XFy =0
—20 — Npa — Npusin45° =0
20+ Npa _ 20+ (—25)

DH = sin45° 0,707
= —7,07kN
Npu = —7KN
Npu = Nup
SFx =0

—Nbc + Npucos45° + Npe = 0
Npe = Npc — Npucos45°
Npe = 10 — 7,1cos45° = 5kN

Npe = 3N
Npg = Ngp
XFy =0
—10—Nea =0

Nen = —10KN Nei= Nyg

Fx =20
—Nep + Ner = 0 Ner = Nep
= 5kN

Ner = SNNgr = Ngg
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e NOH:
Nue
NHD T Nrr
K 4 o
NHA1435\ a5 Nus
H
vF=10kN
e NOB:
N'IIBF
/%NBG
Ne+ 459
B /frrm FxB
RyB
« NoG:
F=20kN

Nes, “

XFy =0
—10 4+ Nue + Nursin45° + Nupsin45° =0
10 — Nug — Nupsin45°

Nur = sin45°
10 — (—10) — 7,1sin45°
Nur = -
sin45°
_ 10 + 10 — 7,1sin45°
HE = sin45°
Nur =21,2 KN
Nur = Npy
XFx =0

NuB + Nurcos45° — Nupcos45° — Nua =0
NuB = —Nurcos45° + Nupcos45° + Nua
Nup = —21,2c0s45° + 7,1cos45° — 10

= —20kN
NuB = —20KkN

Nyg= Npy

XFx =0

—NBH + NBgcos45° — Rek = 0
Npy + Rpx _—20+0

Noo =—sa5e = 0707 ~ 2O3kN
Ngc = —28,3 kN
Np; = Ngp
SFy = 0

Ry + NBr + Npgsin45° =0
Npr = —45 — (—28,3)sin45°
Ngr = —45 + 28,3sin45° = —25kN

Ngr = —25kN
Npr= Npp
YFx =0

—Ngr — NgBcos45° =
Ngr = —Ngacos45 = —(—28,3)cos45°
Ner = 20kN Ngr=
Nrg

Os resultados calculados neste exemplo sao apresentados no desenho seguinte:
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F=10kN F=20kN 10kN F=20kN
10kN D% 5kN F% 20kN G
C — <« | — < =% =
R N A
3 [ N
<7 25kN % 25kN N
KN ) ®
N 4
10kN
|~ =3 oy —
A " RxB=0
A
RyA=35kN RyB=45kN
Cremona:

Este método de resolucdo de trelicas utiliza a forma grafica. Através do equilibrio
grafico dos vetores concorrentes nos nos é possivel saber as forgas internas da trelica.
Dessa forma, é preciso que as forgas estejam em escala e que se tenha precisao de
angulos. Neste método € analisado n6 a né e deve se comecgar pelo né com até duas
forcas desconhecidas. Como nos nos das trelicas as forcas resultantes sdo zero, o
desenho final deve ser um poligono fechado de vetores, ou seja, a origem do 12 vetor
deve coincidir com a flecha do ultimo vetor.

Exemplo:

1. Calcule as forgas internas da trelica indicada abaixo pelo método de Cremona.

F=20N
F=40N
i ‘ \\C
/ \\
/ %
// / \\\
/ N\ 3
/ y -
// \\
b %,
RxA N
<4 6\/ \;QB-—
el /A
= 1,00
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Calculo das Reacodes:

OXEMA=0
—40x%x13—-20x14+Ryex20=0
40x1,3+20x1

Ryg = = 36N
YB 20
Rys = 36N
XFy =0

Rya + Ry = 20
Rya =20—36 = —16N

Rya = —16N
XFx =0
Rxa = —40N

Os resultados estao dispostos a seguir:

RyA=16N

1,30

Passos para resolucao da trelica:

Escolha um n6 que possua até duas incognitas. No caso desta trelica, todos os nds
s6 possuem duas forgas desconhecidas, entdo se optou pelo né A.
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1. Adotar uma escala para todo o problema.

2. Colocar as forgas que estao aplicadas no né em escala, dire¢cédo e sentido iguais
ao da trelica. Escolher uma forga para comecar e no final desta forga aplicar as
demais sucessivamente. Uma sugestdo € colocar as for¢cas seguindo o sentido
horario para que nenhuma seja esquecida.

3. Tracar uma linha mestra na dire¢do da barra que se quer descobrir a forca interna
no local onde se desenhou a ultima forga conhecida.

4. Continuar tracando as linhas mestras até que todas as barras estejam
representadas e que se chegue novamente no ponto de inicio. No caso do
exemplo, sabemos que devemos fechar o poligono, entdo tragcamos a reta AB na
direcdo da barra AB passando pelo ponto de inicio do poligono.

5. Tracgar as forgcas e medir seus tamanhos. A forga tera o valor medido de acordo
com a escala. Por isso € importante que os angulos e a escala estejam corretos ja
gue o resultado depende da habilidade de quem desenha.

|-N6 A Ilelll-N6A IV-N6A
__Inicio AB Nab=27,69N
<—l Rya A:'—iRya Nac=20,19N Rya
Rxa L Forgas conhecidas R Rxa

I-N6C Il -N6C IV -N6C

Inicio

20N 20N| ~ CB 20N

Ncb=45 42N

40N

Nac Nac Nca

Forgas conhecidas Zv/i _40N

—>

0 10 20 30 40N
[ m—

Escala
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Exemplo:
2. Resolva as forgas internas da trelica segundo o método de Cremona.
F=20kN , R
> Calculo das Reacdes:
OXMa=0
= —20Xx 6 —20%x12—20x%x 18+ Ry x 12
© =0
20x (6+ 12 +18)

& Rys = = 60KkN

S 12

© Rys = 60KN

YFy =0
= / Rya + Ry = 0
© Rya = —60KkN
S/ va
Sl ﬁ SFx = 0
’ B Rxa = —60kN

RyA T 6,00 6,00 TRyB

As resolucdes estdao desenhadas a seguir de acordo com o0s nds. Foram seguidos os

passos do exemplo 1.
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A ' AB Nas=40kN
Rya AC,
< 4 =
Rxa f Rxa
B Nas . Nazs
— {_ﬁ
BC
RyB
BG

0 102030 40kN

)
Escala
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Notacdo Bow:

E uma forma de notacao da trelica que permite que através de um Unico grafico
se resolva a trelica. Para usar esta notagcdo devemos marcar com letras os espacos
compreendidos entre forcas e as forcas serao indicadas pelas duas letras que ficardo
entre elas.

Primeiro busque tracgar as forgas que ja sdo conhecidas. Para encontrar as forgas
internas trace paralelas as barras nos pontos que vocé deseja encontrar;
preferencialmente comecar por aquelas com dois pontos conhecidos e encontrar o outro
ponto pela interseccao de duas retas.

Seja a trelica do exemplo anterior:

0 10 20 30 40kN

Escala usada nos graficos: ——
o a Vamos iniciar pelas forg¢as conhecidas.
Pela escala fazemos o grafico ab de 60kN
segundo direcdo, sentido e intensidade
l 60kN da forga. Apos isso, tragamos bc de 60kN
20kN 20kN 20kN para a esquerda.

c B d : e B - A partir do ponto c temos as forgas cd, de
< B6OKN = e ef de 20kN. Dessa forma, voltamos ao

ponto b, por isso b=f.

Para descobrirmos a préoxima letra devemos analisar a estrutura e os pontos que
ja sao conhecidos.
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Com os dados iniciais, podemos
. a encontrar o ponto g. Para isso, tracamos
uma reta paralela a reta cg que passa
pelo ponto c, e novamente uma reta
paralela ag que passa pelo ponto a. A
interseccdo dessas duas retas dara entao
o ponto g.

¢ d = O comprimento das retas representam a
intensidade das respectivas forgas
internas das barras da trelica.

| p=f

| L i b=f \ \ b=f

O

o
O—
al

Com a notacdo de Bow a resolugao pelo método grafico se torna mais
simplificada, ja que é preciso desenhar apenas uma vez o grafico.

SecOes de Ritter:

Este método é mais utilizado quando se quer conhecer determinados esforgos das
barras, verificar esforcos em estruturas construidas. Inicialmente secciona-se a estrutura
de modo que se obtenha as forgcas desejadas dessa secao, resultando duas partes da
trelica; através delas poder&o ser encontradas as forgas desejadas. E importante lembrar
gue a sec¢ao nao pode cortar mais do que trés barras com esforcos desconhecidos, para
gue nao se tenha mais incognitas do que equacgdes; estas trés barras ndo podem ser
concorrentes, paralelas entre si. Contudo, duas a duas podem ser concorrentes no
mesmo ponto ou paralelas entre si.
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1,00

Para resolver basta usarmos as equagdes de equilibrio em uma das partes da
secao. A escolha vai depender do calculista. Geralmente utiliza-se a secao mais simples,

gue necessite de menos calculos iniciais.

Neste método € usual utilizarmos uma equacao de equilibrio de translacéo e duas
equacgdes de equilibrio de momentos convenientemente escolhidas, de forma a resolver

mais facil e rapidamente os esforcos nas hastes seccionadas.

Este método é apropriado para trelicas com altura ou comprimento constante

(trelicas tipo Shed).

Exemplos:

1. Considere a trelica a seguir:

F=2kN

1,00

=1kN
/
/
/

F
/

1,00

F=1kN
/
/

RyA
RyB

F=1kN

F=1kN

Para isso, precisamos encontrar as reacdes dos apoios da trelica. Segue abaixo

os calculos:
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1,00

F=2kN

1,00

1,00

E‘!\ UOXMp=0
—RyaxXx2—-1Xx1—-1Xx2+2x%2
=0
D_ [ F 1
- » : RYA=2_=0,5K1’1
c é\\,e XFy =0
|Z~°f| Ns Rya—2+ Ry =0
005—2+4+Ryg=0
A B e Rys = 1,5kN
B RxB

XFx =0

| 2,00

Rxs = 2kN

Suponha que se deseja descobrir o esforgo interno nas barras Ncp, Ncp, Ncr. A0
observar a estrutura € necessario verificar a melhor forma de obter esses resultados. No
caso do exemplo a sec¢ao passa entre a barra CD até GF permitira que se obtenha essas
informagdes. Ao cortarmos a estrutura escolhemos a parte superior por ser a mais
simples. Para os calculos arbitra-se como tragdo, como no método de isolamento dos
nos.
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Para encontrar Npg devemos
F=2kN fazer XMp = 0.

Para encontrar Np usamos
XM¢g = 0.

Lembrando que  podemos
utilizar um ponto que nao
aparece no corte pois mesmo em
um ponto fora da estrutura o
momento devera ser zero ja que
o bracgo de alavanca é nulo.

Nbc \ lN Para encontrar Np¢ usaremos
FG
Noa YFx =0ouXFr =0.
No caso da estrutura estudada

utilizaremos XFx = 0 pois
utilizara menos forgas.

F=1kN

F=2kN

1
E B = tan1 > = 26,56°

cosf3 = 0,894
senf3 = 0,447

OZMp =0
C ‘_}F —NrgX2=0
B Nrc =0

F=1kN

' ' UIMg=0

e k lNFG NpcX2—1X1+2%x2=0
1—4 3

°e Noc = —5— = = = —1,5kN

Npc = —1,5kN

2

YFx =0
1 + Npgcospf =0
11
cosB 0,894
= —1,12kN
Npc = —1,12kN

Npg = —

OBS: Nota-se no calculo acima, que ndo entraram as reacdes de apoio.
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Os mesmos valores devem ser encontrados se analisarmos a outra parte da
estrutura. Encontraremos as forgas internas usando a outra parte da secao; elas devem
ser iguais as encontradas na primeira parte do exemplo.

De

Para encontrar Ncp devemos fazer

NCDT \NGD Ner EMG = 0.
\ Para encontrar N¢ usamos XMp = 0.
G 3
5 5 ¢ Para encontrar Ngp utilizamos
f‘_ \ XFk = 0.
‘ R
= ”;4 RxB
ARYA A
RyB
1
B = tan1 —= 26,56°
2
OEM=0
Rya X 2 —Rxg X 1
Ncp = a T = —1,5kN
2
Ncp = —1,5kN
OXMp =0
NegrpX2+1X1+RysX2—RxpX?2
=0
-1-3+4
Ngr = ——— = 0kN
2
Ngr =0
1 — Rxs — Nepcosp = 0
2—-1
Nep = — 0_,894 = —1,12kN
Nep = —1,12kN
Como esperado, as forgas internas sdo as mesmas calculadas na primeira se¢ao
escolhida.
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2. Trelica tipo Howe, tesouras de telhado. Calcule as forgas internas Ncp, Nca, Nra.

F=2kN
F=05kN o
F=1kN F=1kN
o
) 4 E
o cX
e
N
o
A R [3
RxA =/ F G H
RyA 2,50 2,50 2,50

2,50 ?RYB
|

Célculo das Reacoes:

OXMaA=0
—-1%x25-2%x5-1%x75+Rysx 10
—0,5%x45=0

2,50+ 10+ 7,50 + 2,25

10
= 2,225kN

Rys =

Rys = 2,225kN
XFy =0
Rya + Ry = 4
Rya =4 — 2,225 = 1,775kN
Rya =1, 775KkN
XFx =0

Rxa+05=0
Rxa = -0, 5kN
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RxA =0,5kN A

4,5
B = tan! 5 = 41,99°

)

sinf = 0,669
cosf3 = 0,743
OXMc=0

—Rva X 2,50 + Nr¢ X 2,25+ Rxa X 2,25 =0
—1,775 %X 2,50 + Nr¢ X 2,25—-0,5% 2,25=0
4,4375 + 1,125

Nrg = = 2,47k
FG 225 LA47KN
Nrc = 2,47KkN
OXMg=0

—Rya X5+ 1 X 2,5 — Nepsinf3 X 2,5 — Nepcosf3 X 2,25 =0

—8,875+ 2,5 — (Ncp X 0,669 %X 2,5) — (Ncp X 0,743 X 2,25) =0
6,375
Nep = —m= —1,91kN
Ncp = —1,91kN
XFy =0
Rya — 1 + Ncpsinfd — Negsinf = 0
1775—-1+1,91x 0,669 — Ncesinf =0

y 1775-1-1,91x0669 _
6= 0,669 -

Nce = —0, 75kN
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4. Reac0Oes de apoio segundo as regras de
Superposicao dos Efeitos

Quando ha uma for¢a ou momento aplicada em uma viga com determinado tipo
de apoio, surgirdo reacdes nos apoios, de modo que a estrutura fique estatica. Cada tipo
de esforgo correspondera a reagdes iguais e com sentidos opostos aos mesmos. O valor
total final das reacdes sera a superposicao das reagdes parciais de cada carga aplicada.
Essas regras auxiliam na hora de calcular as reagdes dos apoios da estrutura e diminuem
o tempo dos calculos.

Considerando convencéo positiva ou convengdo de Grinter:

Estas regras sao validas apenas para vigas horizontais. ,
Superpde-se individualmente os efeitos de cada carga atuante na viga.

12 Regra: Forca concentrada entre apoios

Para os calculos das reagdes considere a viga biapoiada, desenhada abaixo:

F

h 4
/N A B
—
T RxB
RyA RyB
a b |
L
Para encontrar RyA: Para encontrar RyB:
—R,A XL+F Xb=0 RyB XL—F Xa=0
FXb _ FXxa .
R,A = I [unidade de forgal] R,B = 7 [unidade de forcal

Obs: Essa forga concentrada podera ser uma resultante de uma carga distribuida.
Neste exercicio a rea¢do horizontal ndo ocorre pois ndo tem carga ativa horizontal.
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DCL (Diagrama de Corpo Livre):

AW\ YA

RyA=F xb RyB=Fxa
L L

| L

)

A reacao no apoio. quando uma carga F é aplicada entre dois apoios sobre a viga,
sera o valor da forca multiplicada pela distancia entre a forca e o apoio oposto. dividido
pela distancia entre os apoios, com o sinal que lhe é pertinente.

22 Regra: Momento aplicado entre dois apoios

Considere o momento aplicado M em forca x distancia perpendicular a carga em
uma viga como a ilustrada abaixo:

M
¥
A B%
—
T RxB
RyA ' RyB
[ s
| L |
Para encontrar RyB: Para encontrar RyA:
OtXMa=0 O+ XM =0
RyBXL+M=0 —RyAXL+M=0
RyB = —% [unidade de forga] R A = % [unidade de forga]

O lado B tende a levantar, por isso a resultante neste ponto é negativa, visto que o apoio
estd apoiado na extremidade B. Outro aspecto importante de se observar € que a posi¢cao

em que o momento se encontra n&o interfere no valor da reacao, apenas a distancia entre
0S apoios.
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DCL:

Momento em uma viga apoiada produz reacées gque valem o momento dividido
pelo vao entre os apoios com o sinal que lhe é pertinente. As reacdes independem da

posicdo da carga momento na viga.

32 Regra: Viga engastada

Seja uma viga engastada no ponto A e uma for¢ca concentrada F aplicada em um
ponto a uma distancia L conforme a figura abaixo:

RxA

I
)

2
3

Para encontrar RyA:
T+XFy=0
Rva—F=0

Rya = F [unidade de forc¢a]

DCL:

Para encontrar Ma:
O+t XMa=0
—FXL+Ma=0

Ma = F X L [unidade de momento]

MA=Fx L
g

A

T

RyA=F
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Viga engastada tera como reacao vertical. o0 somatério de todas as componentes
verticais atuantes na viga com sinal invertido. A reacdo momento serd o somatério de
todos os momentos produzidos pelas cargas atuantes com sinal oposto. Por fim, se
houver reacdo horizontal, serd o somatério de todas as componentes horizontais
atuantes na viga com o sinal invertido.

43 Regra: Viga apoiada com balanco

Analisaremos neste caso, apenas o efeito das cargas atuantes na parte em balanco
da viga apoiada. Pois, as cargas atuantes entre os apoios obedecem as regras 1 e 2
anteriormente demonstradas.

RyA RyB
| L { c
Para encontrar Rys: Para encontrar Rya:
O+XMaA=0 Ot3XMp =0
Ry XL—Fx(L+c¢c)=0 —RyaXL—FXxc=0
Fx(L+c) FXL+FXxc FXc
Ryg = = Rya = — [unidade forga]
L L

FXc ]

Rys = F + 3 [unidade de forca]

Para este caso, percebe-se que a reagdo em A é negativa, pois contraria a direcao
inicialmente arbitrada no calculo analitico das reagbes. Esse é um resultado onde
verificamos que a forga aplicada em um balang¢o gera uma rotagdo na viga; a ponta A
tende a subir ao aplicarmos a for¢ga no balango, portanto a reacdo em A “puxa” a viga
para baixo de modo que ela nao gire.

Viga simplesmente apoiada com balancos, as reacoes de apoio produzidas pelas
cargas no balanco seguem conforme abaixo: a reacdo vertical no apoio oposto ao
balanco serd o momento do balanco dividido pelo vao entre os apoios com o sinal que
lhe é pertinente; a reacéo vertical no apoio vizinho ao balanco sera 0 momento do
balanco dividido entre o vdo dos apoios mais a carga do balanco com o sinal que lhe é
pertinente.

Obs.: Com cargas verticais para baixo atuantes no balanco, havera um alivio no
apoio oposto ao balanco e uma sobrecarga no apoio vizinho ao balanco.
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Exemplos:

1. Calcule as reac¢des da viga abaixo:

q=3kN/m F=20kN F=10kN
Y Y Y Y Y Y VY YYY Y VY h 4
éA AB
7.5m 2,5m 2,5m
10m 5m

Inicialmente, € necessario encontrar a forga equivalente ao carregamento distribuido.

F1=3KN/m x 10m=30kN

| F2=20kN F3=10kN
| vy 1A A Y v
LA RXB y, /B
A A
RyA 5m | RyB
7,5m 2,5m 2,5m
10m 5m

Para isso, € necessario multiplicar o carregamento pela distancia. A forca estara
aplicada no meio do carregamento. Neste caso, na posicao x=5m.

RYA
12 R 30 %5 20><2‘5—15+5—20k1v
s negra: 10 10 = =
10 x 2,5
43Regra: BT = —2,5kN
RYA = 17,5kN

RYB
12 R 30 x5 ZOX7'5—15+15—30kN
~Regre T, 0 -
10 X 2,5
42Regra: 10 + —0 - 10 + 2,5 = 12,5kN
RYB = 42,5kN
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2. Calcule as reacgobes da viga a seguir:

F1=5kN
g2kN/m  F2=10KN
1\;\' /" MA=5kN xm M2=12kN xm
e RxB

AA O 2%s * O

A A

RyA RyB
6m 6m

2m 12m 4m

No inicio do exercicio é recomendado encontrar a resultante do carregamento e
decompor o vetor nos eixos x e y. A resultante de um carregamento triangular é
encontrada através da area do triangulo. Neste exercicio sera:

2X6
F3=T=6kN

As decomposicdes substituirdo a forca inclinada. Os calculos sao:

F2x = F2 X cos60° = 10 x 0,5 = 5kN
F2y = F2 X sin60° = 10 x 0,866 = 8,66kN

F1=5kN F3 =6kN

F2=10kN

F2y| /
“ YI' /" M1=5kN xm M2=12kN xm
~Wa\ae N RxB

AA n  As ” )
A
RyA RyB
2m
2m ’ ! 6m 6m L 4m L

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
Colaboracao: Programa de Educacao Tutorial - PET



ECV 5219 — Anédlise Estrutural | -

45

RYA RYB
12 Regra: 6x10 8’66X6—5+433 12 Regra: 6><2+ 8’66X6—1+433—533kN
eara T 12 ’ ega‘125212_ B2 =
= X
5% 2 9,33kN 42Regra: = —0,833 = —0,833kN
4°Regra:5 + —— =5+ 0,833 = 5,833kN 5 92
5 712 22Regra: 12 =042—-1=-0,58kN
RYA = 15, 74kN
Ryp
->TXFx =0
Rxs — F2x =0
Rxs = F2x
Rxs = 5kN
Pértico Isostatico R
XA
BOKN >t XFx =0
b 80kN.m
) —Rxa+40=0
40kN >
Rxa = 40kN
300m
Ryp
B E
JAA Ot XMa=0
o Ryp-8—60-4—40-6+80=0
RyB
rea A 8- Ryp = 400
/)
Rys = 50kN
RyA
400 m | 400m | RYA
O+tXFy =0
RYA+RYB—60 = 0
RYA == 60— RYB
Rya = 10kN
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e Poértico Triarticulado Isostéatico

10kN/m

zom,vav,!}ivii

OtEMa=0
Ryp4-+12-2—-20-4—-40-2=0

RYB

= B 4-Rys = 136
2,00m 2,00m
136
Rys = T
12kN
0w ¥ Rys = 34kN
2,00m
Rya Rya
RxA AL B A RxB ~ =
> 1N £ | T+ ZFya=0 -+t 3XFx =0
A & Rya+ Ry —40=0 Rxa+Rxg +20—-12=0
RyA RyB
Rya = 6kN Rxa + Rxs = —8kN
Momento Fletor em C € nulo (esq. ou dir.)
2ot oo Analise a Esquerda da Rétula
M ‘M\ Mc—(6%x2)+ (20 x 1) + (Rxa X 4)
20kN =0
P‘ Q!_:) / ’Nc
¢ ouMc =(6x%x2)—(20x 1) — (4Rxa)
2 00m Ve
mas Mc =0 4Rxa=12-20=-8
Rxa = —2kN
4.00m
Rxg = —8+ 2 = —6kN
- RuA A - ’VI,‘ C LJ'D
/g 200m 200m
A
6 kM 400m ﬂﬂ
kN A B BEN J
7 yAS B
A A
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Esforcos em Estruturas

As estruturas sao elementos de uma edificagdo que estdo submetidas aos mais
variados esforcos, e que tem como constituicdo primaria as partes resistentes que
garantem a estabilidade de um objeto de projeto, como por exemplo, uma edificagao.

Dentre os esfor(;os que atuam nas estruturas, tem-se:

g emnene:
Esforcos Externos >

ma Esforco Normal

Esforcos Intemos

4 Esforco Cortante

g Momento Fletor

Momento Torsor

O principal objetivo de determinar os valores dos esforgos aos quais uma estrutura
esta submetida resume-se ao tragcado dos seus diagramas de esforgos internos, que
mostram os pontos mais vulneraveis da estrutura, possibilitando a realizagcdo do
dimensionamento da estrutura.

No entanto, para que o tragado destes diagramas siga o padrao correto, faz- se
necessario conhecer a convenc¢ao de sinais adotada, conforme figura abaixo:

Momento Fletor (M) Momento Fletor (M)
Cortante (V)
' Normal (N) I Normal (N) '
Cortante (V)

Ou seja, se analisarmos o elemento estrutural pelo seu lado esquerdo, devemos
considerar como positivo os sentidos considerados do lado esquerdo desta convengéao.
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Por outro lado, se analisarmos o elemento estrutural pelo seu lado direito, devemos
considerar positivos os sentidos considerados do lado direito desta convencgao.

Utilizando o método das segbes para determinagdo de esforgos internos, objeto
de estudo da analise estrutural, pode-se enunciar quatro situacbes que facilitam o
tracado dos diagramas. Para tal, praticam-se sec¢des toda a vez que houver modificagado
de carga, ou de geometria

Os graficos de momentos fletores serao tracados do lado das fibras tracionadas.
Portanto, observa-se pela convengao acima, que os momentos positivos seréo tragados
do lado de baixo da haste em analise.

Por outro lado, os graficos de cortantes e normais positivos, usualmente sao
tracados acima do eixo da pecga, e os negativos, abaixo do eixo da peca.

Lembrete: Em Engenharia Civil, onde preferencialmente usam-se estruturas de
concreto armado, na maioria dos casos, as cargas que atuam sobre as vigas sao verticais
para baixo, atuando ao longo do comprimento da viga, o que provoca tragao nas fibras
inferiores, e compressao nas superiores, quando submetidas a flexdo. Dai que se
convencionou, que o lado positivo do diagrama de momentos fletores € o lado inferior,
onde as fibras da estrutura sofrem esfor¢os de tragcdo, e onde devera ser colocada a
armadura de tragao correspondente. Por outro lado, se a tracao é nas fibras superiores,
o momento fletor sera tragcado no lado de cima do eixo da viga e, consequentemente,
sera um momento fletor negativo.

12 Situacao: Trecho Descarregado Entre Cargas
a b

RyA= P.b RyB=P.a

I L |

Expande-se entdo a sec¢ao e utiliza-se a convencao de Grinter para satisfazer as
Equacdes do Equilibrio de Newton e calcular os valores dos Esforgos Normais, Cortante
e Momento Fletor da Secéao 1.
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Secdo 1-S1
XFx =0
Ns1 =0
MS1 2Fy =0
Pb
— —Vs1=0
L
NS1 > 2
Vs1 =—7—
R v .-t
VS1 SMoy = 0
Pbx
RyA= Pb M= =0
L Pbx
_ 17
L D=X<a y
# ey

A partir dos resultados obtidos, vemos que ndo ha esforgo normal atuante neste

trecho e o esforgco cortante corresponde ao valor da Reacédo do apoio A no eixo das
ordenadas. Ja para o momento fletor, tem-se que:

x=0;Ma=0

P
X= a,ﬂdnéx ='Jf

Agora, analisando a viga pela direita, temos a Segéao 2, a ser resolvida:

Fx=0 YFy =0
Ns; = 0 % +Vs2=0
MS2 VS2
Vs2 =-Pa
L
< NS2
| A XMs2 =0
B— _
—Ms2 + Pax=0
L
RyB= Pa Msz =_Pa x
T L

b<X<0

/)
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A partir dos resultados obtidos, vemos que ndo ha esforgco normal atuante neste
trecho e o esforco cortante corresponde ao negativo da reacao de apoio no ponto B no
eixo das ordenadas. No entanto, para o momento fletor:

x=0; Mg=0
P

X= b, Mmax= i]_t‘)

Com as sec¢oes resolvidas, o tragcado dos diagramas pode ser feito:

OBS: Como o momento fletor resultou positivo para toda a viga, este seré tracado
do lado de baixo do eixo da viga.

No ponto de aplicagdo da carga, haverd uma descontinuidade no valor da mesma
no diagrama de esforgo cortante, e no momento fletor sera um méximo, ocorrendo
um ponto de inflexdo na estrutura.

Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)

ZERO

Diagrama de Esfor¢co Cortante (DEC)

Pb
|
D
A 'C [ ] [ ‘ ] B
[ |
T _pa
Diagrama de Momento Fletor (DMF)
C
AL ' T i ’ T8
O | || | D
Pab
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Portanto, podemos enunciar a primeira situagao:

Trecho descarregado entre cargas produz cortantes constantes e fletores de
variacdo linear. No ponto de aplicacdo de uma carga concentrada haverad uma
descontinuidade de igual valor no diagrama de esforgos cortantes e € um ponto de

inflexao no diagrama de fletores.

22 Situacéo: Carga Momento Aplicada

a b

Secido 1 P Seciio 2

RyA = _wj RyB = "i

&

=K

=)

Assim como na primeira situagdo enunciada, utilizando o método das secbes e

as Leis de Equilibrio de Newton, resolve-se a primeira se¢ao:

4 l%v>

XFx=0
Ns1 =0
MS1
Fy =0
M
— = Vs =0
NS1
M
/\ > Vsi=— T
— A
VS1
YXMs1 =
- M
RyA_ﬂ M51+ —x =0
L L
u M
s1 = Lx
L 0<X<a N

7
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Como nao atuam forgas externas horizontais ou inclinadas sobre a se¢do analisada pode-se afirmar que
o Esforco Normal é nulo. O esforco cortante, no entanto, sera constante e tera o valor da reagao de apoio em A,
com a convencgao de sinais pré- estabelecida. Para o momento fletor, tem-se:
e x=0,M,=0
Ma

Para a se¢édo S2, temos:

M MS2 Vs, = -

NS2 >

VS2

RyA= M

a 0<X<b

N

De mesmo modo, como nao atuam forgas horizontais ou inclinadas sobre a viga,
nao ha esforco normal. O esfor¢co cortante, no entanto, tera mesmo valor da reacao de
apoio em A, orientada ao longo do eixo das ordenadas. Para o momento fletor, tem-se:

M
X =aq; Mczzb

X = L, MB =0
Com as sec¢0es resolvidas, o tragcado dos diagramas pode ser feito:

Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)

ZERO
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Diagrama de Esforco Cortante (DEC)

|—|§
r—|§

Diagrama de Momento Fletor (DMF)

: sl ﬁﬁ/ﬂ NTlllc

Conclui-se, portanto, que:

Carga momento aplicada produz uma descontinuidade do mesmo valor do
momento aplicado, no ponto de aplicagdo do momento no diagrama de momento
fletor.

OBS: Dependendo da posicdo do momento naviga, este cresce positivamente ou
negativamente seguindo a inclinagcéo de cada reta.

Momento no apoio A:
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Diagrama de Momento Fletor (DMF)

>

+M

+  Momento no ponto B:

Diagrama de Momento Fletor (DMF)

-M
"
]
-
1
—
—
1
1
—
1
P
"1
——
—
™
——
I~
—
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32 Situacao: Carga Uniformemente Distribuida

9
'
Pa

RyB = gL

RyA= gL
)

L

|

OBS: Com uma secdo apenas €é possivel resolver todos os esforgcos internos
nessa situacao pois sé temos uma unica carga distribuida ao longo de todo

vao daviga simplismente apoiada.
qL

\ l

Utilizando o método das secodes e as Leis do Equilibrio de Newton, resolve-se a

secao:

2Fx=0
Ns1 =0

aqx
Secao 1-
MS1

V51

— <

A= XI2 |

O=x=<L

[

XMs1 =0
qL qX* 0

M +
s1 2x 2
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Como nao atuam cargas horizontais ou inclinadas sobre a viga, pode-se afirmar
que o esfor¢co normal sera nulo.

No entanto, para o esforc;o cortante, tem-se:

X=0;VA=q%

x=L;VB=—(%

o x:L—;V:O
2

Obs.: Temos especial interesse onde ocorre o esforgo cortante nulo entre cargas, pois
neste ponto ocorrera um momento fletor maximo.

Para o momento fletor, tem-se:

Xx=0;Ma=0
x=L Mg=0
e X= g s Mopax = % (Formula conhecida para o caso de viga simplesmente apoiada com carga

uniformemente distribuida)

Com as secoes resolvidas, o tracado dos diagramas pode ser feito:

Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)
ZERO

Diagrama de Esfor¢o Cortante (DEC)
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Diagrama de Momento Fletor (DMF)

C

%é

aF
8

Conclui-se, portanto, que:

Um trecho com carga uniformemente distribuida produz cortantes de
variacdo linear e fletores parabdlicos de segundo grau.

OBS.: Entre cargas onde o cortante € nulo havera um maximo momento fletor.

OBS: A concavidade das parabolas de momentos fletores obedece a regra:

Y/
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42 Situacao: Trecho sob efeito de carga triangular

at
2

>
>

RyA= gL RYB = gL

Wi
[
—

AW YA

RyA = gL RyB= gL
6 3

Neste caso, € interessante determinar inicialmente o valor de q’, que é a
ordenada genérica da carga triangular por onde passa a secao Si, através de
semelhanca de tridngulos.

g:i’ _)q’z%
L x L

Onde x € a distancia horizontal até o ponto onde passa a se¢ao Si, cuja altura € q'.
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Utilizando entdo o método das secoes e as Leis do Equilibrio de Newton, tem-
se:

——————— MS1

VS1
RyA = qL v
6
2x X
L 3 | 3
L 0sxsL N
2
2Fy = XMs1 =0
gL  qX? qL .6
Yy =0 Mg — —X+ —==0
6 2L St S 6 2L 3
aL _ qx* yo = AL, X’
176 2L 17 6 6L

Como nao atuam forgas horizontais ou inclinadas sobre a viga, pode-se afirmar que o
esforco normal € nulo.

Para o esforco cortante, tem-se:

L] X=0,VA=E

e X= L\E =0,577L,V = 0 (Este serd o ponto de fletor maximo)

Para o momento fletor, tem-se:

o x=0,Ma=0
e X=L Mg=0

© X= L[z =0577L;Mpsy = 0,0064qL>

Com as segoes resolvidas, o tragado dos diagramas pode ser feito:
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Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)

ZERO

Diagrama de Esfor¢co Cortante (DEC)

aL
6

alll

Gl - “\lLH - B
Diagrama de Momento Fletor (DMF) 3

AU ‘ lll J /HH 8

T ] L] T T s =P

Mmax

Conclui-se, portanto, que:

Um trecho com carga triangular produz esforgo cortante parabdlico de
segundo grau e momento fletor parabdlico de terceiro grau.

A concavidade da parabola do segundo grau do diagrama de cortantes obedece
a concavidade do estudo de parabolas da geometria analitica. Neste caso, o termo em
X2 é negativo indicando que a parabola correspondente tera concavidade para baixo. Se
o termo em x2 do cortante for positivo tera concavidade para cima.
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Para o caso dos carregamentos triangulares aplicados de maneiras distintas sobre
o elemento, o comportamento dos diagramas de esforgo cortante e momento fletor sera:

a) Caso 1l

K
£h WA

RyA = E';
3 RyB= gL

DEC

DMF

Mmax

Conforme explicado no caso 3, a concavidade da parabola de terceiro grau, neste
caso, segue a ilustragao abaixo:
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b) Caso 2
RyA= gL RyB=%L
6
A
A i
DEC
%
aL
6
DMF
Mmax
A o ¢

Neste caso, segue esta concavidade para o0 momento:

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
Colaboracao: Programa de Educacao Tutorial - PET



ECV 5219 - Analise Estrutural | - Departamento de Engenharia Civil da UFSC 63
Profa. Angela do Valle (ECV/ICTC/UFSC), Profa. Henriette Lebre La Rovere (ECV/ICTC/UFSC) e Profé Nora Maria De Patta Pillar (ECV/CTC/UFSC)

c) Caso 3
RyA:q_L Rw:%l:
3

Aﬂ AB

DEC

DMF

Mmax
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Por analogia podemos concluir o que segue:

Carga DEC OME
mﬂf&ﬂ“ﬂ’fm—i&? [ /
U[I_Hmmn—rlfnrnlﬂlrrlrrrn—r.nr.m__q_’ | ‘
(LI LI Tt e e e s e aaa—— /”_l /—|\
Exemplo 1
10 kN
30 KN/m

AW .

O

VAT

lw kN
E

Primeiramente, é necessario

uniformemente distribuida.

Desse modo, obtemos a seguinte configuracéo:

realizar o calculo da

resultante da carga

Onde:

qxL=F
30x2 =60 kN

g = Valor da carga uniformemente distribuida;

L= Distancia da viga em que a carga estd submetendo os esforgos.
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Aplicando as quatro situagdes distintas vamos resolver esta viga simplesmente
apoiada.

10kN 15 kN
60 kN

i 30 KN/m

) & ' 4
A a B YV ¢ D /) r

2m t 2m 2 m y m ”
1 1 1 1

Apoés calcular a resultante da carga uniformemente distribuida, € possivel calcular
as reagoes de apoio:

Reagdo em A: Reag¢do em D:
10x7
== 10 TO0
60x3
60 x 4 T = 25,71
1 ——=3429 7
15x1
15x 1 T +15=17,14
l = 2,14 7
7
142,85 kN
T 42,15 kN

Com as de apoio encontradas, pode-se entdo, calcular os esforcos internos
atuantes na viga. Dessa forma, como ndao ha nenhuma forga atuando no eixo x é possivel
afirmar que o Diagrama de Esfor¢co Normal € nulo:

DEN:

.
429 kN
H—H»)»

DEC:
Para o calculo do Diagrama do Esforgo Cortante é possivel calcula-lo tanto pelo lado direito quanto pelo
lado esquerdo, lembrando sempre que:
R

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
Colaboracao: Programa de Educacao Tutorial - PET



421 kN

ECV 5219 - Andlise Estrutural | -

66

Para fins didaticos, a seguir estdo os calculos dos esforcos cortantes pelos dois

Vesg: Vpir:

Va= —10+42,15 Ve =+15kN
Va=32,15kN Vp =+15-42,85
Ve=32,15-60 Vp =-27,85kN
Ve=-=27,85kN Ve=-2785kN

Va=-2785+42,85 Vg =-27,85+60
Vi =+15kN Ve = +32,15 kN
Ve=+15-15 Va=+432,15-32,15

Ve=0 Va=0

Desse modo, obtemos a seguinte configuragcao do Diagrama de Esforgo
Cortante:

| :

429 kN

Com os calculos realizados, é possivel notar que ha um ponto onde V=0 e que,
consequentemente, neste mesmo local da viga é onde ocorre 0 momento maximo.
Portanto, devemos encontrar o valor de x onde V=0, para isso, podemos usar a formula:

Pela esquerda: Pela direita:
Va Ve
x = X =

q q
32,15 27,85
x = XxX=_—"

30 30
x=107m x=093m
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Portanto, a distancia até o V=0 pode ser compreendida como:
1,07m
32.15
15,00
F
A B E
1 0,93m -27,85
——y
DMF:
Por fim, para encontrar o Diagrama de Momento Fletor € necessario ter em
mente que:
Com isso, os calculos dos momentos em cada ponto estdo descritos a seguir:
Ma=Me =0
Mg®Q  =32,15x2
Mg™Q oo = 64,3 kN
MDDIR.AREA — _15x1
MpP™® i opy = —15kN
M popea = —15x4 +42,85x 3
Mc™™ orea = 68,60 kN
M. DIR. 32,15x1,07
F AREA = 32,15x2 + 2
MR = 81,50 kN
15.0
X hp | S
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Outro método de calculo é por se¢cdes. Todavia, esse método exige mais calculos.
Para fins didaticos vamos calcular as forcas internas por secoes também, para que
possa se compare os dois métodos, sendo assim:

10 kN 15 kN
i 30 KN/m
T YYYTA r
A A B C D E
4215kN 4285N
“ 2m , 2m ‘ 3m . im M
1°. Secao:
Secao 1-S1
ZFx == 0 NSl == O
XFy = 0
= 32,15 — Ve, = 0
Vs; = 32,15
NS1
> ZMSI = 0
A Vs1 MSl - 32,15x =0
_ X = O, MSl = MA =0
32,15 kN Mg, = 32,15x {x — 2. My, = M, = 64 3kNm
L 0<x<2m L
2°. Segao
Secao 2 - S2
M52
“ $Nq9 b
WE2
32 15kN om 0<x<2m {
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VSZ = 32,15 — 30x {x

ZMSZ = 0,

xZ
Mg, = 32,15(2 + %) —

x=0

Ve =0; 32,15—-30x =0 x+

ZFX=0 N52=O

XFy =0
32,15 — 30x — Vg = 0

VSZ = VB = 32, 15kN
=2 VSZ = VC = —27, 89kN

X
Mg, —32,15(2 + %) + 30X§ =0

x = 0;
X = 2;
x =1,07;

MSZ =MB =64,3kNm
MSZ = MC = 68, 6kNm
M, .. = My = 81,5kNm

3°. Secéao :

15 kN

<

L Jmzxz0

SFx=0 —NS3=0
SFy=0 VS3+4285—15=0
VS3 = —27,85kN

ZMS3 =0

MS3 = 42,85x — 15(1+ ) { ©
X =

—MS3—-15(1+x)+42,85x =0

0 MS3=Mp =-15kNm
3 MS3 = Mc = 68,8kNm

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX

Colaboracao: Programa de Educacao Tutorial - PET



ECV 5219 - Andlise Estrutural | - 70

4°, Secao:
15 kN

Secan4 -S4
JEx=0 NS4=0
JFy =0 VS4-15=0

MS4
'
e VS4 = 15kN
<NS4 / v 2MS4 =0 —MS4—-15x=0
x=0 MS4=Mg=0
Mg MS4 = —15x{ E
x=1 MS4=Mp = —15KkNm
VsS4 L 1<x<0 L

Portanto, podemos notar que os valores obtidos pelo método das se¢des sao os
mesmos que os obtidos anteriormente.

Exemplo 2:
. 20kMImM
SOkN.m 10N
A 4
B/ c DA E F 87k
267m . 133m 3m
30kN
. im L 4m L 6m L im L IAm

Com as resultantes das cargas distribuidas e a decomposigéo da carga inclinada:

40KN 120kN ‘
20kN/m
90kN.m kN 10KN
¢ ¢ ¢ u ¢ ¢ ¢ an®
A 1

B/, c D/ E F 87K

) 2.67Tm , 1.3m 3m ,
30KN
L m N Am . &m . m L Im
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Rxp =— 8,7 kN Ryg Ryp
50 150
= —— =5kN
T 10 5kN 10
N 40 x (1,33 +6) I N 40 X 2,67 — 10.68KN
10 = 29,32kN 10 =10,
120x 3 120 x 7
T 0 - 36kN T 84kN
5%2
T30X1=3kN 1T——+5=6KkN
10 10
| 5x2 30x1
_ + 30 = 33kN
10 LkN 10
172,32 kN 162,68 kN
DCL.:
40kN 120kN
B0kN.m 20kN/m 5kN 10kN
| NN
B
= c ,4; E F  87kN
? 2.67m ©1,33m am 8,7kN
72,32kN 62,68kN 30kN
b 1m " 4m ; 6m ., 1m . 1m
DEN:
BT -B.7

Grupo de Experimentagdo e Analise de Estruturas - GRUPEX
Colaboracao: Programa de Educacao Tutorial - PET



ECV 5219 — Anédlise Estrutural | -

VEse: Vpir:
B= 72,32 kN F=5kN
C=72,32-40=32,32kN E=5-30= -25kN
Desq=32,32-120=-87,68kN Dgir = —25kN
Dair = —87,68 + 62,68 = —25kN Desq = —25 — 62,68 = —87,68kN
E=-25+ 30 = 5kN C=-87,68+120=32,32kN
F = 5kN Bgiy=32,32+40 =72,32kN
V=0; G=222 = 1,62m V=0; G="22% = 4,38m
DEC:

7
7\

[~
\I:
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MAesq = —50kNm
MBesq = —50kNm
MCesq = =50 + 72,32 X 4 — 40 x 1,33 = +186kNm
MFdir = 0kNm
MEdgir = =5x 1 = —5kNm
MDgir = =5%x2+4+30%x 1= 20kNm

)

MGy = —5(s + 4,38) + 30(1 + 4,38) — 20 x 4,38 X + 62,68 X 4,38 = 212,2kNm

DMF

e Solucéo por secao:

>\ 3
3
‘M\___,-f"f
bl ———
il ——
|l ——
—
il ——
rg—— 2
3
3
n
3
N g
3

¥ ¢
/A\B g c ( D/ E F 87kN
T’? 2670 q33m Im -\ a4
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1°. Secgao:
MS1
50kN
A NS1 ’
VS1
i
1 0<X<1m \
JFx=0 NS1=0
JFy=0 —VS1=0 VS1=0
2IMS1 =0 50+ MS1=0
2MS1 =-50kNm
2°. Secgao:
R
50kN.m g M2
A K NS2 >
T 2x/3 X3
72,32kN
L 1m L 0=x=4dm L
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SFy =0 Ns+87=0; Ns, = —87kN Calculo doR:
20x2 a _20
SF,=0 7232— — Ve, =0 x 4
20x2 =0; Vs, = Vg = 72,32kN
Ve, = 72,32 — ; {x 0 Vsz = Vg 32k ,_ 20x
8 x = 4; Vs, = Vo = 32,32kN ¢ ==
Mg, =0 50+ Mg, — 72,32 +20x2 -0
Z S2 — 20 S2 0 eX 3 - R q’x 20x x
_ 20 o (x=0; Mp = My = —50kNm =5 =73
Ms, = =50 +72,32x — -2 x { X —4; M, = 186kNm
_ 20x?
-8
3°. Secao:
20.x SecAo 3
50kN.m Ms3
A NS3 ’
A C
? 2,67m 1,33m X/2 . vs3
72,32kN
. m " 4m . 0=x=6m X
XFx =0 Ng3=0
YF,=0 7232—40—-20x—Vs3=0
_ B x = 0; Vo3 =V = 32,32kN
Vss = 32,32 = 20x {x = 6; Vg3 =V, = —87,68kN
32,32
Ve3 =0 3232-20x =0  x=—o—=162m
20x?
SMg3 =0 Mgz + 50 — 72,32(4 + x) + 40(1,33 + x) + =0
x = 0; My = 186kNm
Mgz = —50 + 72,32(4 + x) — 40(1,33 + x) — 10x2{ x = 6; Mp = 20kNm
x = 1,62; My, = Mg = 212,3kNm
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°. Secao:
MS4 okN 10kN
VsS4
NS4T il
< |
’ E F 8,7kN
A
30kN
|1m>x2>0 1m :
SFx=0 —8,7—NS4=0 NS4 = —8,7kN
SFy=0 VS4=30-5=0  VS4=—25kN
SMS4A = 0 — MS4—-5(1+x)=30x=0
_ x=0 MS4=-5kNm = Mg
Ms4==51+x)+30x(y =1 54 = 20kNm = Mo
5°. Secao:
MS5 SkN 10kN
VS5
NSST 3?0
<
‘ F 8,7kN
im=2x20 |
YFx=0 —8,7—-NS5=0 NS5=-8,7kN
SFy=0 VS5-5=0 VS5 =5kN
YMS5 = — MS5—-5x=0

MS4 = —5x + 30x { x =

x=0 Mr=0
1 Mg=-5kNm
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EXEMPLO 3 (tragar diagramas de esforgos internos):

100kN.m 30kN/m
wi
{
A B DE
| v | . |
DCL
120kN
100kN.m 30kN/m
%11732%1 ¢ ¢ ¢
10kN
A 10kN B v D <
| = 226,6kN.m
137,32kN
DEN
DEC
i R
VESQ:
B: — 17,32kN Vpir:
C: —17,32kN D: —137,32kN
D:—17,32-120= -137,32kN C:-137,32+120=-17,32kN=B
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DMF

Makgsg: +100kNm
MBEsg: +100kNm
McEesg: +100—-17,32 %X 1 =
McEesq = 82,68kNm
Mpesq =100—-17,32%x5—-120%x 2 =
MbpEsq = —226,6kNm
Solugao por sec¢éo:
120kN
100kN.m S0WNm
\Qom 17.32m¢ ¢ ¢ ¢ ¢
;a.. v « 10kN
A 10‘kN B C 4
[ | \ | Zi 4 226,6kN.m
137,32kN
1°. Secao:
100kN.m MS1 NS1=0 NS1=0
YVS1=0-VS1=0=VS1
s YMS1=0+MS1—-100=0
A L MS1 = 100kNm

VS1
0<x<1m
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2°. Secao:

100kN.m MS2

17,32kN
J NSZ ’
10kN
A
V82

0sx<1m

ENS2 =0 10+NS2=0
NS2 = —-10kN

2VS2 =0 —VS§2-1732=0
VS2 = —-17,32KkN

IMS2 =0 MS2—100+17,32x=0 =10 Moy s Mo g9 eRNm

3°. Secao:
30.x
100kN.m MS3
17,32kN
NS3
A 10kN B C >
s » | vs3

J im ) im 0<x<4m |
2NS3 =0 104+ NS3 =0
NS3 = —-10KkN
2VS3 =0 —-VS3-17,32—-30x=0

=0 VS3 =Vc-17,32kN

VS3 = —17,32 = 30x{ _ 4 VS3 = Vp = —137,32kN

X
IMS3 =0 —100+17,32(1 + x) + 30x 5 +MS3=0

x2

MS3 = 100 — 17,32(1 + x) — 30 _{ =0 MS3=Mc=82,86kNm

=4 MS3 = Mp = —226,6kNm
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Exemplo 4

25 kN
15 kNim 15 kNim

Solucéo

Comecgamos pelo célculo das reagdes de apoio, que podem ser realizados de duas
formas distintas: através das Equacdes de Equilibrio de Newton ou pelo método da
superposicao dos efeitos. Pela facilidade e velocidade que o método da superposi¢cao
dos efeitos possui, este sera o adotado neste exemplo.

Calculamos entao a reagdo em y no apoio A

Para forga de 25 kN, aplicando a regra:

25) x (7
(%: 21,88kN

Como a forga de 25 kN atua no sentido vertical para baixo, esta parcela da reacao
tem orientagcdo oposta (para cima), portanto, quando somar tera valor positivo.

Para o momento aplicado de 20 kN.m, aplicando a regra:

20
—=2,5kN
8

Este momento aplicado tende a provocar um movimento de rotagado no sentido
horario, logo, tende a erguer a viga no ponto A. Portanto, para contrabalancear
este efeito, esta parcela da reagdo apontara para baixo, e tera valor negativo no
somatorio.

Para a carga distribuida de 15 kN/m, temos uma resultante de 30 kN que atua no
ponto médio da carga distribuida. Aplicando a regra:

(30) x (4)
8

= 15kN

O efeito causado por esta carga € o mesmo causado pela carga aplicada de 20kN,
portanto, esta parcela da reagdo apontara para cima, e tera valor positivo no
somatorio.
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Para a carga distribuida triangular, temos uma resultante de 15 kN, aplicada a 13

de sua base. Aplicando a regra:

(15) x (1,67)

8

= 3,12kN

Assim como na parcela anterior, esta parcela da reagdo apontara para cima,

com valor positivo no somatario.

Agora, soma-se todas as parcelas de cada forca, a fim de se obter o valor da

reacao em A:

RyA=2188-25+15+3,12=37,5 kN

Se somarmos todas as cargas atuantes verticalmente sobre a viga e subtrairmos
a reacao em A, poderemos obter o valor da reacdo em B, que tera mesmo sentido da

reacao em A.

RyB=25+30+15-37,5=325kN

A prova disto fica a cargo do leitor como exercicio, sugere-se a utilizacdo do
meétodo da superposicao dos efeitos. Com a reagdes verticais nos apoios ja obtidas, resta
apenas obter a reacao horizontal atuante no apoio B, que tera sentido oposto € mesmo
valor da forca atuante, a prova também fica a cargo do leitor, sugere-se utilizar a equagao

do Equilibrio de Newton.

Portanto;

RxB = 5 kN
RyA = 37,5 kN
RyB = 32,5 kN

DCL:

20 kN 30 kN

15 kN

20 kN.m ﬂ/
L

15 kN

T

15 kN

AA [ \ D

T im —=
m 2m J[» 2m

E

1,33m

r
#l

2m

F

A
m |' 5 kN

Eul

32,5 kNT

O proximo passo € tracar os diagramas de esforco normal, esforco cortante e
momento fletor. Iniciamos a solugdo da viga em questdo pelo diagrama de esforgos

normais.
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Diagrama de Esforco Normal (DEN)

Iniciamos a analise de nossa viga pelo seu lado esquerdo, portanto, toda for¢a que

apontar no sentido negativo do eixo cartesiano “x”, ou seja, para a esquerda tera valor
positivo no diagrama de esforco normal.

De A até G: Nao ha nenhuma forca horizontal aplicada, portanto, ndo ha esforco
normal.

Em G: Aqui verificamos que ha uma forgca de 5 kN aplicada que aponta para a
esquerda. Como estamos analisando o esfor¢co normal vindo pelo lado esquerdo
da viga, entao, toda forca que apontar para a esquerda sera positiva. Logo, pode-
se dizer que ha um esforco normal de 5 kN (positivo) atuante no ponto G, e marcar
5 kN no diagrama de Esforgco Normal.

De G até B: Nao ha nenhuma forga horizontal aplicada, portanto, o esforgo normal
de 5 kN permanece constante até B.

Em B: Seguindo a logica do tracado de diagramas e a convencao de sinais,
estamos vindo pelo lado esquerdo da viga e nos deparamos com uma reagao de
5 kN apontando para a direita, ou seja, negativa. Como o esforco anterior era
constante no valor de 5 kN e agora temos outro esforgo com valor de -5 kN,
somamos os dois e temos que o esfor¢co normal em B sera zero.

DEN (kN):
5 5 5 5 5
ZERQ @ ® ®
c G D E F
im L 2m 2m 2m L im L
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Diagrama de Esforco Cortante (DEC)

Novamente, vindo pelo lado esquerdo, temos o ponto A, onde temos a reacao de
apoio RyA, que vale 37,5 kN e aponta para cima. Conforme a convengéo de sinais
adotada, toda for¢ca que aponta para cima tera valor positivo e contribuira para o
esforco cortante.

Em A: Temos 37,5 kN para cima, marcamos no diagrama o ponto de valor 37,5.

De A até C: Conforme a primeira situacao do tracado de diagramas apresentada
nesta apostila, sabemos que no trecho descarregado entre cargas o cortante sera
constante. Logo, o cortante € constante até o ponto C.

Em C: No ponto C, no entanto, temos uma carga de 25 kN que aponta para baixo,
portanto, de valor negativo. Fazemos 37,5 — 25, o que nos da o valor de 12,5 que
marcamos no diagrama.

De C até D: Temos novamente um trecho descarregado entre cargas e concluimos
que o cortante sera constante até o ponto D.

Em D: Neste ponto temos uma carga momento aplicada, que, conforme ja citado,
nao produz esforco cortante. Além disso, teremos o inicio de uma carga distribuida,
que atuara entre D e E.

De D até E: Neste trecho, conforme a situagdo 3 anteriormente descrita, sabemos
que o cortante tera variacao linear. Sabemos também que o valor da carga
equivalente € de 30 kN, logo, subtraimos o valor do cortante em D da carga
equivalente e marcamos no ponto E seu resultado (carga equivalente aponta para
baixo, contrariando a convencéao positiva dos sinais). Entdo, 12,5 — 30 € igual a
—17,5, que marcamos no ponto E. Para ligarmos os pontos D e E, basta
lembrarmos que quando ha uma carga linearmente distribuida o cortante tera
variacao linear, e, portanto, ligamos os dois pontos através de uma reta.

OBS.: A ligacdo entre os pontos D e E intercepta o eixo do diagrama, ou seja, da origem
ao ponto G, um ponto de maximo momento fletor. E conveniente descobrirmos a que
distancia isso ocorre, para que possamos determinar o valor do momento quando formos
tracar seu diagrama.
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Para determinarmos a distancia entre G e D, utilizamos a seguinte relacao:

Valor do esforco cortante _ 12,5

Valor da carga distribuida 15 0.833m

Logo, o ponto G dista 0,833 metros do ponto D.

De E até F: Aqui temos uma carga distribuida triangular, cujo valor da carga
equivalente é de 15 kN apontando para baixo. Entdo, no ponto F, teremos o valor
do esforco cortante no ponto E subtraido de 15 (-17,5 - 15 = - 32,5), que resulta
em -32,5, que marcamos no diagrama no ponto F. Seguindo a quarta situagao
descrita, sabemos que o diagrama de esfor¢o cortante para uma carga triangular
tera variagcdo parabdlica de segundo grau e a orientacao da parabola sera definida
pela forma como a carga estara aplicada.

De F até B: Temos novamente um trecho descarregado entre cargas, com esforco
cortante de variacgao linear até o ponto B.

Em B: Temos a reacdo em B de valor 32,5 kN apontando para cima, logo,
somamos com o valor anterior e verificamos que o valor final em B sera zero.

DEC (kN):
AT5 375
E-:) 12.5 125
@\h\ E F
A C G D
-17.5 5
325 525
L im L 2m L 2m L 2m im
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Diagrama de Momento Fletor (DMF)

No caso do tracado do diagrama de momento fletor, € preciso ficar atento para
nao cometer nenhum engano. Existem diversas formas de se calcular o momento fletor
para tracar seu diagrama. Neste exemplo, utilizaremos a area do grafico do esforgo
cortante quando possivel, e quando n&o tivermos como determinar esta area,
utilizaremos o somatério dos momentos naquele ponto (como se uma secao fosse feita
no ponto).

Para utilizarmos a area do grafico do cortante precisamos saber que:

“Se analisarmos pela esquerda: Quando o cortante for positivo, 0 momento fletor também
sera positivo. Quando o cortante for negativo, 0 momento fletor também sera negativo.

Se analisarmos pela direita: Quando o cortante for negativo, 0 momento fletor sera
positivo. Quando o cortante for positivo, 0 momento fletor sera negativo”.

Neste caso, vamos tracar o diagrama analisando pelo lado esquerdo novamente,
entdo todo esforgo cortante positivo gerara fletor positivo, e todo cortante negativo gerara
fletor negativo:

Em A e B, o momento fletor sera zero. Neste caso, 0 momento nao seria zero se
houvesse um momento aplicado no ponto ou se um dos apoios fosse um engaste.

Em C: Temos esforgo cortante positivo, cuja area é: Mc = 37,5 x 1=37,5kN. m.

Em D: Temos cortante positivo, que gera fletor positivo. Neste caso o Valor do
momento em D sera a soma da area do cortante entre Ae C e C e D, como segue:
Mp = 37,5+ (12,5 x 2) = 62,5 kN. m.

Em D: Aqui teremos uma particularidade, uma carga momento aplicada no ponto
D, com valor de 20 kN.m. Para determinarmos o momento em D contabilizando a
carga momento aplicada precisamos levar em conta a convencao de sinais
adotada. Como estamos analisando pela esquerda, sabemos que momentos no
sentido horario seréo positivos, logo, somamos o momento aplicado ao momento
anterior: Mp = 62,5 + 20 = 82,5 kN. m.
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Em G: Como em G temos um cortante nulo, temos também momento maximo e
precisamos determinar seu valor. Para isto, utilizaremos o valor do momento
anterior somado a area do cortante triangular.

(12,5x%0,833)

M¢ = Mmax = 82,5 + > = 87,7kN.m

Observe que apo6s o ponto G, o esforgo cortante se torna completamente
negativo, o que indica que o valor do momento a seguir diminuira até chegar no valor
zero em B.

Em E: Agora, como o cortante € negativo, 0 momento também sera, portanto, todo
valor que calcularmos para area do cortante iremos subtrair dos valores
anteriores.

—17,5 % (2 — 0,833)
2

Mg = 87,7 + =77,5kN.m

Em F: Neste ponto, como o grafico do esforco cortante € uma parabola de
segundo grau, duas solu¢des simples podem ser adotadas:

1. Tomamos o efeito causado em F pelas for¢as atuantes sobre a viga.

2. Calcular a area do cortante analisando pelo lado direito.

Escolheremos o0 segundo caso, pois torna a solugdo mais rapida. Agora
devemos lembrar que o esfor¢o cortante negativo (quando analisamos pelo
lado direito) gerara momento fletor positivo. Logo: Mrdireita= 32,5 X 1 = 32,5

kN. m.

- De A até C, C até D e F até B: Variacao linear, pois € um
trechodescarregado entre cargas.

- De D até E: Momento Fletor Parabolico de Segundo Grau, pois
estd sobefeito de carga linearmente distribuida.

- De E até F: Momento Fletor Parabdlico de Terceiro Grau, pois
estd sobefeito de carregamento triangular.

DMF(kKNm):
A C G D E E

!

B

325

375

R3]

500

825 ——l L+

87.7
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Exemplo 5:

25 kiim

Tl Il

87

80 KWVm

S5 kM

2m ‘ 2m

2m

.
N

70 kN.m

« Célculo das Reac8es de apoio

Assim como efetuado no exemplo anterior, iremos utilizar o método da superposicao

dos efeitos para calcular as reacdes de apoio. No entanto, podemos perceber

diretamente que todas as forcas externas atuantes sao verticais para baixo, bem como,
o momento de 70kN.m gira no sentido anti-horario tentando erguer o ponto B e abaixar o
ponto A. Com estas informacoes, calcularemos a Reagdao em A e a Reacdo em B fica a

cargo do leitor:

160 kN

.\%B e

Carga pontual de 55 kN:

4
—8 - 27,5kN para cima

Carga distribuida de 80kN/m:

160 x 2

= 40kN para cima

80 kN/m
40 kN 25 kN 55kN ‘m‘h /,--f" 70 kM
- ' 20 kN/m I\li\{ - ,”"}RJ::“"&‘_ /
A Ll*i_; 'H:i'_tlf.l Y ¥ 1-—'/1"“/“ vy ¥ v :H -
A v E L 4 F
TRY-A
I 2m 2m | 1m | 2m l 1m
Célculo das reacdes
RyA:
« Carga distribuida de 20kN/m: 40 X 7
3 = 35kN para cima
 Carga triangular distribuida 25kN/m: (25)x(C+4)
——=2—=14,6kN para cima
55 %
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Momento de 70 kN.m: %) = 8,75KkN para cima

Logo:

RyA: 35 + 14,6 + 27,5 + 40 + 8,75 = 125,85 = 125,8 kN
R,B: 154,2 kN
R«B = 0 kN

Como nao existem forcas horizontais nem inclinadas atuando sobre esta viga,
podemos afirmar diretamente que ndo ha esforco normal atuante, e portanto, partir
diretamente para a solugao dos diagramas de esforco cortante e momento fletor.

OBS.: No presente exemplo alguns arredondamentos foram feitos nas reacfes de
apoio, e, portanto, as contas apresentadas no diagrama de momento fletor, em
especial, estardo com um pequeno desvio do valor final apresentado. Se o leitor
utilizar todos os algarismos significativos desde o inicio percebera que as contas

estdo corretas.

Diagrama de Esforgco Normal (DEN)

ZERO

Diagrama de Esfor¢co Cortante (DEC)

Para o tragado do diagrama de esforgo cortante, relembramos nossa convengao:

Cortante (V)

Cortante (V)

Em A: Vindo pela esquerda, o primeiro esforco que temos é a reagdo em A.
Marcamos a reagdao em A no grafico em seu respectivo ponto.

Entre A e C: Temos a presenca de uma carga distribuida, logo, o cortante tera
variagéo linear e valera: 125,8 — 40 = 85,8 kN, que marcamos em C.

Entre C e D: Temos a presenca de uma carga triangular distribuida, que produz
cortante de variagcao parabdlica, e valera: 85,8 — 25 = 60,8kN, que marcamos em
D.
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« Em D: Além do cortante ocasionado pelo carregamento triangular, temos a acao
de uma forga de 55kN, que deve ser subtraida do cortante anterior, e valera: 60,8
-55=5,8 kN, que também marcamos em D.

« Entre D e E: Temos um trecho descarregado entre cargas, portanto o cortante
permanece constante.

« Entre E e F: Temos uma carga distribuida que gera cortante de variagéao linear,

de valor: 5,8 — 160 = -154,2 kN, marcado em F. Neste intervalo, entre E e F, axe
o ponto G de cortante nulo, onde o momento sera maximo. Precisamos descobrir
a distancia de E em que o ponto G intercepta o eixo do elemento, para isso
fazemos:

5,8

—=0,07m

80

« Entre F e B: Temos um trecho descarregado entre cargas, portanto o cortante
permanece constante.

« Em B: Temos a reacdo em B que vale exatamente 154,2 kN. Logo, podemos
fechar o cortante em B.

O diagrama tera a seguinte aparéncia:
1258

TTTTT08

= oy
g

-154.2 -154.2

Diagrama de Momento Fletor (DMF)

Para o tragado do diagrama de momento fletor, relembramos nossa convencgao de sinais:

Momento Fletor (M) Momento Fletor (M)

+

O momento em A sera nulo, no entanto, em B, 0 momento ndo sera nulo pois
temos carga momento aplicada.
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« Em C: Pela area do cortante:
(125,85 + 85,85) x (2)
2

=211,7KkN.m

« Em D: Nao ha como calcular a area do esforgo cortante. Neste caso temos duas
possibilidades: analisar a partir do lado direito ou fazer uma se¢do em D.
Escolhendo a sec¢do, temos, diretamente que:

(125,8) X 4 — ((40) X (3) + (25) X (0,667)) = 366,7 kN.m

A primeira parte deste calculo € o momento gerado pela reagcdo em A, que traciona as
fibras do lado de baixo da estrutura, portanto, tem sinal positivo. A segunda parte
corresponde as forgas, que tracionam as fibras de cima da estrutura, e, sdo negativas.

« Em E: Pela area do cortante:

366,7 + (5,8) X (1) = 372,5 kN.m
« Em G: Temos um ponto de momento maximo, que pela area do cortante:

372,5 + (5,8) x(0,07) =372,7 kN. m
o Em F: Pela area do cortante:

B (154,2) x (1,93)
2

372,7 = 224,2kN.m

« Em B: Ha duas formas de se pensar no valor do momento em B: seu valor
obrigatoriamente sera o do momento aplicado pois nos apoios 0 momento é nulo.
A outra forma é calcula-lo pela area do cortante.

Vamos fazer das duas maneiras:

- Pela Area do Cortante:

224,2 - 154,2 x 1 =70 KkN.m

- Pela Logica do Momento: Vindo pela esquerda, o momento de 70kN.m traciona
as fibras do lado de baixo da estrutura, portanto, é positivo.

. wkMUJMLU.‘:M M@fﬂ

2117

D E G F

T A=

366.7 3725 3727
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6. Vigas Gerber

As Vigas Gerber sdo vigas isostaticas ou mesmo hiperestaticas, com rotulas
internas convenientemente dispostas, formadas pela associacao de diversas vigas bi
apoiadas, em balango ou bi apoiadas com balanco. Compostas de trechos sem
estabilidade propria e trechos com estabilidade propria, sendo que estes ultimos, com
estabilidade propria, € que fornecerao a estabilidade ao conjunto. Neste arranjo estrutural
faz com que as rétulas internas transmitam forcas verticais e horizontais entresi, mas néao
transmitam momentos. Portanto, na rétula interna, se ndo houver momento aplicado de
um lado ou de outro da rétula, obrigatoriamente o momento € nulo no Diagrama de
Momentos Fletores.

Usualmente as Vigas Gerber sdo usadas em pontes para facilitar a constru¢ao da
mesma bem como, bem como as rétulas internas servem como juntas de dilatacdo. Na
imagem abaixo, pode-se compreender o conceito da viga Gerber:

Ao conceber uma viga Gerber, ndo se pode colocar duas rétulas internas
seguidas, em vaos extremos apoiados. Entretanto, pode-se colocar duas rotulas internas
seguidas em vaos extremos engastados, e em vaos centrais apoiados.

Desmembramento de vigas Gerber

Para proceder com a solucao das Vigas Gerber, faz-se necessario realizar o
desmembramento da estrutura em trechos com e sem estabilidade propria. Procede-se
da seguinte maneira:

Circular do inicio da estrutura até a primeira rotula interna, e depois, de rotula
interna em rotula interna, sendo que a ultima rotula interna segue até o final da estrut.ura:

C/EST. PROPRIA - e ' C/ EST. PROPRIA

» sl © ES F&

3
>

S/ EST. PROPRIA

DENTE GERBER
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Na viga Gerber acima, o trecho com o algarismo romano “|”, corresponde a um
trecho sem estabilidade propria, ou seja, um trecho que depende dos outros trechos para
ter estabilidade e deve ser resolvido antes dos outros. Ja os trechos com o algarismo
romano “II”, sdo trechos com estabilidade prépria, ou seja, que ndo dependem de outros

trechos para ficarem estaveis, mas recebem as forgas transmitidas pelo trecho |I.

Perceba, no entanto, que o trecho compreendido pelos pontos D,E e F € um trecho
considerado com estabilidade prépria, apesar de nao ter a restricdo de vinculo externo
na horizontal, entretanto, todo e qualquer momento horizontal devera ser absorvido pela
reacao externa horizontal no ponto A.

Apos separar a Viga nestes trechos, desmembramos o conjunto:

Co — B D

A

/QA YA\ c D AN AN

O préximo passo € encontrar as reagdes de apoio, comegando sempre pelo trecho
sem estabilidade propria. Apds encontrar as reagdes de apoio, devemos transmitir as
reacbes com sentido oposto da encontrada inicialmente, para os trechos com
estabilidade propria conforme imagem abaixo:

C @. AN D
RyC A RO
t |
Il 1l
RyC L #‘?)’J
"X\'. v,/W\. // \
\ /\ Y 50 §
AW B L c D EL Fe

Em seguida, devemos resolver os diagramas de Esforco Normal, Cortante e
Momento fletor. Neste caso, podemos tragar os diagramas separadamente e juntar em
seguida, ou tracar o diagrama diretamente sobre a viga toda.

Exemplos de Desmenbramentos
Exemplo 1:

I sz x _ A
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Dada a viga acima, separamos em trechos com e sem estabilidade:

v | I |

" | sk ARSI P ETANOE AR

Em seguida, coloca-se a ordem de resolucgao, partindo sempre pelo trecho
menos estavel, indo até o trecho mais estavel.

(/A /\
v [

Exemplo 2:

YAy

>

A A A

>

Dada a viga acima, efetuamos a separacao em trechos com e sem estabilidade:

1l
Fataseace

Em seguida, coloca-se a ordem de resolugéo, partindo sempre pelo trecho
menos estavel, indo até o trecho mais estavel.

reay F7AN)
L4 —

[

>
IC
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O préximo passo consiste na obtencao das reagdes de apoio e tracado dos
diagramas

Exercicios resolvidos de vigas Gerber

EXEMPLO 1:

4tfim
6tf l
b — B0 S| o ) B Iy

T 3m —,.L—

A AN CA D E “\,F)
..l' 2m —al’_ 3m —J’_ 2m ..l' ,L 3m J, 3Btfm
DEC (tf):

-15.00

DMF (tf.m):

36.00

200,00

) " [
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O momento fletor na rétula € sempre nulo, a ndo ser que haja um binario aplicado na

rétula.
M7 =0 ,
M7 = —-6x2=—-12kN.m Mg = —36kN.m
e — 12 3,33x 0,83 867 %x2,17
c =-12+ > - > Mdir——36+(18+6)X3—0—>0K
= —20kN.m E- = 2 -
14 +6) X 2
My =20 +%= 0 - 0K
Quando nao ha for¢ca concentrada na rotula:
EXEMPLO 2:
Vdesq = Vddir
l“f 3 tfm l” Veosa = Vedr

2

) B c ] /HE F e i ! VAN
T 3m | im [ am | am T m | am | am 1 am L am T
h
LI lﬂl@ & s
} o } [
L. L L L
aw . l‘" 3t . )
HIRERRRRRNENNNN | |
B v g Y e . 7
.[ m .[ 2m .[ 2m —Jj 1m J’ ’|. 2m 2m J- m 1
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DEC(tf)

- . 7.0

3.0 \ 3, 3.0
f:\ I/:[\ { * ?
é \IUKQ g’@\—— - \lv —1— e
3.0 3.0
i 6.0 6.0
DMF(tf.m)
12.0

4.0 4.0 /[\
. s ® y " .

Pela direita:
My=0

Mudr = 1.4 - 8.2 = -12kN.m

M = 1.2 = Zkn.m

Mc=0

Mrsc = (q12) /8= (3.22)/8 = 1,5kNm Mz =0

Pela esquerda:

Ma=0

Masp®d = (q12) / 8 = (2.32) / 8 = 2,25 kN.m

Mg =0

Mc*9 = -3.1.-2.0,5 = - 4kN.m

Mpesd = -4+ (2.42)/8 + (4.4)/4 = 4kN.m

EXEMPLO 3:

Utilizando o exemplo desmembrado, vamos obter os diagramas de esforgos

internos para os seguintes carregamentos:

96




ECV 5219 — Andlise Estrutural | - 97

45 kN/m
20 kKN/m /ﬂ' 30 kh/m
10 kN/m p
l lul l i l \/_‘ A /: /_:/V Y Y VYYYYY
A B c éD éE \__F éG H é l \—VJ _K
30 kN.m 50 kN.m
‘1mt1m{ 2m L 2m t 2m { 2m { 2m { 2m \‘ 2m { Im

Aproveitando o desmembramento ja efetuado anteriormente, vamos enumerar
as vigas para efetuar a solugao passo-a-passo:

loulll 1

,_
-
|

&cu v

1 A
O procedimento de solucao € descrito abaixo:

Inicialmente, encontraremos as reacgdes de apoio. No caso particular das
vigas Gerber, existirdo outras reagdes que serao transmitidas internamentepelas
rétulas, no entanto, estas reacées sdo passos intermediarios para encontrar o
real valor das reacdes de apoio e tracar os diagramas. Perceba quea numeracgao
presente indica a ordem de solucao das vigas. A viga enumerada com | e lll,
indica que sua solugéo pode ser feita no inicio, ou apenas quando quisermos ir
para a viga IV, ela ndo depende de nenhum outro trecho para que encontremos
suas reacgoes internas.

Para a Viga |:
90 kN

30 kN/m

AL A"

45 kN 45 kN

<

Utilizando o método da superposicao dos efeitos: Sabemos que este vao mede
trés metros, e que a carga distribuida produz uma forca resultante de 90 kN, que
atua em seu centroide. Sem realizar calculos, sabemos que os apoios estao
sujeitos a mesma intensidade de forga, o que nos permite afirmar que cada apoio
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reage com a metade da intensidade da for¢a. No entanto, € valida a prova pelo
método da superposicao dos efeitos:

OBS.: E importante notar que a reacéo de 45kN para o apoio J sera transmitida
para a outra viga com sinal trocado, ou seja, com sentido oposto.

Para a Viga ll:
45 kN
45 kN/m
7
\ 45 kN
d \v ”£
e VvV Y (/
O —
v = S
50 kN.m

5 kN

95 kN

- Para o apoio |, utilizando as situa¢des descritas para o calculo de reacoes:

« Considerando a carga pontual de 45 kN:

45 x 2
2

+ 45 =90 kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

« Considerando a carga momento:

—@ = —25kN
2

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

« Considerando a carga distribuida de 45 kN/m:

45 x 1,33

—

) = 30kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. Logo:

RyL =90+ 30 — 25 =95kN

98



ECV 5219 — Andlise Estrutural | - 99

- Para o apoio H, utilizando as situagdes descritas para o calculo de reagoes:

» Considerando a carga pontual de 45 kN:

45 x 2
2

) = —45kN

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

» Considerando a carga momento:

50
— =25KkN
2

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

» Considerando a carga distribuida de 45 kN/m:

45 % 0,66
—— ) = 15kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo. Logo:

RyH = —45+ 20+ 15 = —5kN

OBS.: Note, novamente que a reacdo de apoio em H sera transmitida com sinal
trocado, ou seja, no sentido oposto.

Para a Viga lll:

40 kN 40 kN
20 kN/m

5 kN

5 kN 70 kN
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Para o apoio G, utilizando as situagdes descritas para o calculo de reagoes:

Para a carga pontual de 5 kN:

5 x 2
(— ) +5=-10kN

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

Para a resultante do carregamento que atua no balango, de 40 kN:

40 x 1
2

( ) + 40 = 60 kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

Para a resultante do carregamento que atua no trecho biapoiado, de 40
KN:

40x 1
= 20 kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

Logo: RyG = 60 + 20 — 10 = 70 kN

Para o apoio F, utilizando as situagées descritas para o calculo de reacgdes:

Para a carga pontual de 5 kN:

5x2
= 5kN
2

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

Para a resultante do carregamento que atua no balanco, de 40 kN:

40x1
2

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

= —20kN

Para a resultante do carregamento que atua no trecho biapoiado, de 40
KN:

40x 1
= 20kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

10(
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Logo:

RyG = 20 — 20 + 5 = 5kN

Para a Viga | ou lll (trecho entre duas rétulas):

10 kKN

10 KN/m
v>v\v
T d T
5 kN 5 kN
Utilizando o método da superposicao dos efeitos: Sabemos que este vao,
mede um metro, e que a carga distribuida produz uma forca resultante de 10 kN,
que atua em seu centroide. Sem realizar calculos, sabemos que 0s apoios estao
sujeitos a mesma intensidade de forca, o que nos permite afirmar que cada apoio

reage com a metade da intensidade da forga resultante. No entanto, é vélida a
prova pelo método da superposicao dos efeitos:

10 X 0,5
Ry] = RyK = f=5kN

OBS.: E importante notar que ambas as reacdes de 5kN serfo transmitidas para
a outra viga com sinal trocado, ou seja, com sentido oposto.

Viga 1V:
5 kN 20 kN 5 kN
10 kN/m 30 kN.m

: AE
v N

20 kN 10 kN

Para o apoio D, utilizando as situacdes descritas para o calculo das reacoes:

10°
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« Para a carga pontual de 5 kN:

5x2
(2

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

)+ 5 =10 kN

« Para a carga distribuida de 10 kN/m:

20 x1
2

( )+ 20 = 30 kN

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.

« Para a carga momento de 30 kN.m:

0
=-15kN

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

« Para a carga pontual de 5 kN:

5x2
——=-5kN
2

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

Logo, a reagdo em D vale:

10+30—15—-5=20kN .. RyD = 20kN

Para o apoio E, utilizando as situacdes descritas para o calculo das reacoes:

« Para a carga pontual de 5 kN:

5%x2
2

=-5kN

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

« Para a carga distribuida de 10 kN/m

20x1
2

=-10 kN

Que aponta para baixo, portanto, de valor negativo.

10z
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« Para a carga momento de 30 kN.m:

30
— =15KkN
2

Que aponta para cima, portanto, de valor positivo.
« Para a carga pontual de 5 kN:

5%x2
2

( )+5=10kN

Que aponta para baixo, portanto, de valor positivo.

Logo, a reacao em D vale:

—5—10+15+10=10KkN . RyD = 10 kN

Viga V:
10 KN
5kN
10 kNI/m
»
A
2]
~
10kN.m A
15 kN

Utilizando as equagdes do equilibrio de Newton:

>Fy=0
—10—-5+RyA =0 - RyA=15kN
>M=0

Ma — (10 X 0,5 —(5 x1) =0 .~ Ma =10kN.m
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Com todas as reacdes calculadas, o préximo passo é tracar os diagramas:

DEN(KN):

O diagrama de esfor¢go normal € nulo, pois ndo atuam forgas inclinadas
ou horizontais sobre a Viga Gerber em questao.

Diagrama de Esforgo Cortante (DEC)

Relembrando a convencao de sinais:

Cortante (V)

Cortante (V)

Em A: Temos reagao de apoio no valor de 15 kN, que aponta para cima,
portanto, marcamos 15 para cima no diagrama.

Entre A e B: Devido a carga distribuida, que produz resultante de 10 kN
apontando para baixo, subtraimos dos 15 kN iniciais, obtendo 5 kN, e
marcamos em B. Segundo as situacdes descritas, em cargas distribuidas
retangulares, a variagao do esfor¢co cortante € linear, portanto, tragamos
uma reta entre os pontos.

Entre B e C: Assim como ocorre entre A e B, temos carga distribuida que

15

—=15m

10
gera resultante de 10 kN, que subtraimos dos 5 kN anteriores e obtemos-
5 kN, marcando em C. Aqui surge um ponto de cortante nulo, o ponto L,

que fica distante de Aem 1,5 m.

Entre C e D: Novamente, o trecho esta sob acao de carga distribuida, que
neste caso gera resultante de 20 kN. Portanto, subtraindo do valor anterior
de -5 kN, obtemos - 25 kN que marcamos em D.

Em D: Em D ha um apoio com reacao de 20 kN positivo, que somamos
aos -25 kN, ficando com a quantia de -5 kN, que marcamos em D.
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Entre D e E: Este trecho € um trecho descarregado entre cargas, portanto,
o esfor¢o permanece constante até o ponto E.

Em E: Em E ha um apoio com reac¢ao de 10 kN positivo, que somamos ao
-5 kN, obtendo o valor de 5 kN positivo.

Entre E e F: Este é novamente um trecho descarregado entre cargas,
portanto, o esforco permanece constante até o ponto F.

Entre F e G: Ha uma carga distribuida, que gera resultante de 40 kN para
baixo, gerando em G um esforco de - 35 kN. Neste trecho surge um ponto
de cortante nulo, o ponto M, que fica distante de F em 0,25 m.

5
—=0,25m
20

Em G: Em G ha um apoio com reacao de 70 kN, que aponta para cima,
portanto, a partir do valor anterior (-35 kN), somamos 70, e obtemos 35
kN, que marcamos em G.

Entre G e H: Assim como entre F e G, atua uma carga distribuida, cuja
resultante vale 40 kN. Logo, subtraindo 40 kN do valor anterior (35 kN),
obtemos -5 kN, que marcamos em H. Entre G e H ha também o ponto N,
de momento maximo e cortante nulo, que fica distante de G em 1,75 m:

35

—=175m
20

Entre H e I: Neste trecho, ha uma carga distribuida triangular, que produz
uma resultante de 45 kN. Subtraimos do valor anterior (-5 kN) a quantia
de 45 kN e obtemos -50 kN, que marcamos em |.

Lembrete: O grafico do esforco cortante para cargas distribuidas triangulares
sera sempre uma parabola de segundo grau, e sua concavidade dependera da
forma como a carga estara aplicada.

Em I: No apoio |, temos uma reagédo de 95 kN, que somada ao esforco
cortante obtido no trecho compreendido por H e | (-50 kN), fornece como
resultado o valor de 45 kN, que marcamos em |.

Entre | e J: Temos um trecho descarregado entre cargas, portanto, segue
constante o valor anteriormente obtido de 45 kN até o ponto J

Entre J e K: No ultimo trecho a ser analisado, temos uma carga distribuida
que produz uma resultante de 90 kN. Subtraimos os 90 kN do valor em J
(45 kN) e obtemos por fim o valor de -45 kN, que marcamos em K. Se o
valor de - 45 kN for somado a reagdao em K, verifica-se que a soma é zero,
e portanto, todo calculo do esforgo cortante esta correto.

5 s
30 0™

Entre J e K ocorre um ponto de cortante nulo, o ponto O, que fica distante
do ponto Ka 1,5m:
Por fim, o diagrama de esforco cortante, devera ser da seguinte maneira:
105
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DEC(kN):
. 450 45\\1\)\

15.0 ® L[
Ajﬁ]}jﬁk__, CLLUM D O TRYIT M lG i N“ﬂ“lum | ! HH”F}%HM .
B ol gl[|[[[T 50 E F o 5.0 J ‘-r
L-!s.o \L% [

350 | \
50 45.0

Diagrama de Momento Fletor (DMF)
O diagrama de momento fletor nas Vigas Gerber tem algumas

particularidades que exigem atencdo. Para tragcar o diagrama, dois métodos
podem ser adotados: tragar o diagrama de cada viga separadamente, juntando
todos no fim, ou tragar todo o diagrama de uma vez so.

Caso se opte pela primeira op¢ao, o tracado sera feito da mesma forma
como era feito nas vigas simples. Entretanto, caso se opte pela segunda opcao,
€ preciso saber que nas rétulas o momento sera sempre zero, exceto se houver
momento aplicado na rétula de um lado ou de outro ou em ambos os lados da
rétula. Portanto havera momento préximo a rétula apenas se houver um binario
aplicado, e este, por sua vez, ndo podera ser marcado sobre a rétula, mas sim
sobre a haste na qual atua.

Neste exemplo, o diagrama sera tragcado todo de uma vez, comecando
pela esquerda - se o cortante for positivo, o fletor também sera. Se for negativo,
o fletor também Neste exemplo, o diagrama sera tracado todo de uma vez,
comecgando pela esquerda - se o cortante for positivo, o fletor também sera. Se
for negativo, o fletor também sera - e seguindo a convencao de sinais padrao

Momento Fletor (M) Momento Fletor (M)

adotada:

Entre A e B: Temos o momento reativo de 10 kN.m, que traciona as fibras
do lado superior da estrutura, entdo, marcamos o momento em A,
seguindo uma parabola do segundo grau até a rotula em B, onde o
momento sera zero.
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Entre B e C: Neste caso, o momento entre B e C ser& um momento
maximo, que ocorre no ponto L do diagrama de esforco cortante, a 0,5 m
da rétula B e C. Seu valor pode ser calculado de duas maneiras: pela area
do esforgo cortante ou pela férmula para viga simplesmente apoiada sob
efeito de carga distribuida.

Pela area do cortante: 5 %x0,5
—) =1,25kN.m
Pela formula: ( 2 :
W 10X sk
- s =1 .m

» Entre C e D: Neste trecho, a viga esta sob efeito de uma carga distribuida,
entao o grafico sera uma parabola de segundo grau. Pela area do esforco
cortante podemos determinar o valor do momento fletor:

(25+5)x2
2
e Entre D e E: Pela area do cortante:

=—30kN.m

Que marcamos em D, e tera variagdo linear por ser um trecho
descarregado entre cargas.
—30—(5%x2)= —40kN.m

» Entre E e F: Neste trecho pode-se pensar de duas formas para tracar o
diagrama de momento fletor, considerando o binario aplicado em F, ou
pela area do esforco cortante.

Pelo binario aplicado: Em F, atua um binario de 30 kN.m, que traciona
as fibras do lado superior da estrutura, e portanto, tem valor negativo. Ou
seja, o valor de - 30 deve ser marcado do lado esquerdo de F, mas nunca
sobre F, pois F € uma rétula interna.

Pela area do cortante:

—40+ (5%x2) = =30kN.m
e« Entre F e G: No ponto M, temos um momento maximo, que pode ser
calculado pela area do cortante:
5 x0,25

) = 0,6kN.m

Este valor deve ser marcado sobre o ponto M.

Em G, temos outra variagdo no momento fletor, a ser calculada:
35 x1,75

0,6 — (T) = —30kN.m
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Em N temos novamente um ponto de momento maximo, a ser calculado:

~30+ (%) — 0,6 kN.m

Como todo o trecho esta sob efeito de uma carga distribuida, basta
ligar os pontos através de parabolas do segundo grau, lembrando que nas
rétulas o momento € nulo.

« Entre H e J: Até o apoio | este trecho esta submetido a uma carga
distribuida triangular, em seguida se torna um trecho descarregado entre
cargas, até o instante em que ha um binario aplicado do lado esquerdo a
rotula J.

O valor do momento em | pode ser determinado fazendo-se uma se¢ao no ponto
I, ou vindo pela direita pela area do cortante. Neste trechoem especial, o trabalho
é facilitado quando se analisa da direita para a esquerda.

O binario aplicado em J traciona as fibras do lado de baixo da estrutura, portanto,
é positivo e vale 50 kN.m

Pela area do cortante, podemos determinar o valor do momento em
I, lembrando que quando se analisa a estrutura pela direita 0 momento
tera sinal oposto ao do cortante.

50 — (45 % 2) = —40kN.m

Entado, ligamos H ao ponto | através de uma parabola de segundo
grau, e o ponto | ao J através de uma reta. O momento de 50 kN deve ficar
ao lado da rétula, e ndo sobre ela.

» Entre J e K: Assim como no trecho BC, podemos determinar o valor do
momento de duas maneiras.

Pela area do cortante:
45 x 1,5

> =33,8kN.m
Pela féormula:
ql2 _ 30 x 32 — 33 8EN
8 g  Coomm
DMF (KNm):
400 -40.0

oA, 4.

: T | JJJ% i HJH‘WHHULK
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Exemplo 4:
35 kN/m 45 kN
25 kN/m
10 kN/
F i G H J'
A 20 KN.m A B 2C gpomm =D oF
2m ‘ 3m 4m ‘ 3m 5m 2m 4m
Desmembrando a viga acima:
v 1l |
\ ;57»1 é é 3.3?.: " é ,rl\‘ é
Il |
IV 45 kN/m
O
Il
y v v v v v
Calculando as reagées de apoio:
45 I

Viga I

HO

22.5 kN
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Como a carga de 45 kN esta no meio da viga, sabemos, pelo método da superposi¢cao dos
efeitos, que ambas as reacgdes valerdo metade do valor da carga, ou seja

RyH: 22,5 kN
RyE: 22,5 kN
Viga Il
175 kN 70 kN
22.5 kN
35 kN/m
AN

GO DA
' ZOLKv

N

64.5 kN

Para o calculo de cada reacao de apoio, serao consideradas as cargas da
esquerda para a direita, e o método de calculo sera o da superposi¢cao dos
efeitos.

e Apoio G:
175 x 2,5 70 x1 22,5 x2
)—( ) —( ) = 64,5kN
5 5 5
e Apoio D:
175 % 2,5 70 x 1 22,5 X 2
)+ ( +70) + (——+ 22,5) = 203 kN
5 5 5
Viga IlI:
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50 kN
' 17 25 kNim
AT BF
v
25 kN 25 kN

Assim como na viga |, a resultante do carregamento distribuido atua no
meio da viga lll, portanto, os apoios reagem ao carregamento da mesma
maneira, produzindo reac¢oes de 25 kN cada.

Portanto:

RyA: 25 kN
RyF: 25 kN

Sugestéo: Cheque pelo método da superposicao dos efeitos

Viga IV:
40 kN
25 kN 64.5 kN

A ANC wit

kN 89.1 kN

Pelo método da superposi¢ao dos efeitos:

e Apoio B:
20 25 x 3 40 x 2 80 64,5 X3
- ——(———)=40,4KkN
P+ 2+ I+ (P - (—)

e Apoio C:
20 25 x3 40 x 2 80 64,5 X 3

(- — (= —  +645)=89,1kN
(- = (P + )
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Diagrama de Esfor¢co Normal (DEN)

Como nenhuma forga horizontal ou inclinada atua sobre a viga, o
diagrama de esforgo normal é zero.

F G H
5 ° AN A\ © A A
A B C D E
DEC (kN):

Os procedimentos para tragcado do diagrama de esforco cortante e para
encontrar a distancia em que ocorre o esfor¢o nulo, sdo os mesmos do exemplo

anterior. Os calculos e resultado final do diagrama s&o abaixo apresentados:
825

645 845 645
220 154 ¥ Bl N2s 25
bt BB K N
* I 0+ :
-250 250 050 -24.6 - -225 -225
105
Va = 25,0 kN

VF = 25—-50= —25kN
VB(esq) = —25KN (trecho descarregado) VB (i) = —25 + 40,4 = 15,4 kN
Ve esq) = 154 — 40 = —24,5kN Ve @ir) = —24,5 4+ 89,1 = 64,5kN
Ve = 64,5 (trecho descarregado)
VD (desq) = 64,5 — 175 = —110,5 kN Vb @ir) = —110,5 + 203 = 92,5 kN
Vi =92,5-70=225KkN
VL =225-45=-22,5kN
VE (esq) = —22,5 kN VE @ir) = —22,54+ 22,5 =0kN
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DMF (kNm):

Os calculos sao apresentados abaixo, bem como, o diagrama de momento fletor:

_113.5 -115.0

83.2

25 x1
> = 12,5 kNm

MF @@ir) = —20 kNm

1=

Mp = —-20— (25 x3) = —95kN.m

15,4 x 1,54
Mj max) = —95 + ( — S
= —83,2 kNm
24,6 X 2,46
Mc=-83,2 — ( —
= —113,5kNm
MG(esq) =80 KkNm
64,5 x 1,843
Mk (max) = — = 59,4 KNm
MD _ 59’4 _ ( 110,5;(3,157) —
—115,0 KNm

ML = 22,5X 2 = 45 kNm

Observacdes importantes sobre vigas Gerber:

7- Carga concentrada ativa atuando sobre uma rotula interna, sera aplicada como carga ativa uma
unica vez nos trechos desmembrados, tanto faz o trecho. Pode ser em um, OU no outro trecho
subsequente.

2- Carga Momento aplicado em uma rotula interna, SEMPRE deve estar muito bem estipulado de que
lado da rotula interna o MOMENTO APLICADO ATIVO esta agindo,; se a ESQUERDA ada rotula
interna ou a DIREITA da Rotula INTERNA. Tais MOMENTOS ATIVOS APLICADOS DEVEM aparecer
em verdadeira grandeza no DMF, do lado em que estdo atuando.

3- Se a Rotula INTERNA NAO TEM qualquer MOMENTO ATIVO APLICADO, OBRIGATORIAMENTE,
0 MOMENTO FLETOR tem que ser NULO nesta ROTULA INTERNA.

4- Também o MOMENTO E NULO, do lado da Rétula Interna que NAO TENHA MOMENTO ATIVO
APLICADO daquele lado.
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7. Vigas Inclinadas

Até agora foram apresentadas vigas, que s&o estruturas lineares, e,
portanto, ndo ha a necessidade de decomposicao de esforgos em outros planos.
As vigas inclinadas apresentam um &angulo formando estrutura plana e sao
comumente encontradas em escadas e porticos.

O processo para o tragado dos diagramas em vigas inclinadas consiste
na obtencdo das reacbes de apoio, e posteriormente na decomposicdo dos
esforcos em eixos ortogonais a viga, utilizando o angulo formado com a
horizontal. Como a viga € inclinada, ndo € aconselhavel realizar os calculos das
reacdes de apoio através da superposicdao dos efeitos. Desta maneira,
calcularemos as reagoes de apoio através das equacodes de equilibrio de Newton
e faremos segdes ortogonais a viga e tragcaremos os diagramas.
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Vigainclinada com carga pontual

30 KN

Primeiramente, é importante encontrar o angulo o através do arco
tangente utilizando as cotas estabelecidas pelo problema. Segue-se com os
calculos das reacdes de apoio através das equacodes de equilibrio.

IFx=0 SFy =0
B Rxa =0 Rya + Rys = 30kN
XMaA =0
RyB= 15KN Ry X4 —-30%x2=0
5 Rys = 15 kN
Rya = 15 kN
3
o = arctan —
4
> o = 36,87°
RxsA=0 + il L Sin(x _ 0,6
RyA= 15KN cosa = 0.8
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Em seguida, temos o diagrama de corpo livre da viga inclinada com o
tracado de duas segOes entre a carga aplicada.

B

&

yB= 16KM

4m

T?u’\.— 16 KM

Através do método das segbes, encontraremos os esfor¢os axiais,
cortantes e momentos fletores para as segcdes em estudo. Definimos os
intervalos nos eixos X e Y e no eixo que percorre a viga, o qual chamaremos de
Z. Utilizamos o angulo a para decompor as reagdoes ao longo da viga e
perpendicular a ela.

*
a=36,87°
4
| sina = 0,6
| cosa = 0,8
i
L YFMS1 =0

| MS1-15%x08xz=0

| MS1 = 12,00X z kNm

XFNS1=0

YSFVS1=0 NS1+15x%x 0,600 =0
RyA= 15KN —VS1+15%08=0 NS1 = —9 kN
VS1 = 12,00 kN
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Com os esforgos internos encontrados, aplicaremos os intervalos de X, Y
e Z para determinar os diagramas de esfor¢o normal, esforgo cortante e momento
fletor.

Emx=y=2z=0 - NS1 =-9kN, VS1 = 11,985 e MF = OkNm
Emx=2,y=15ez=2,5- NS2 =9kN, VS1 =12,00 e MF = 30,00kNm

Agora, determinaremos os esforgos internos para a se¢ao 2.

XFVS2 =0
-VS2+15%x08-30x08=0

VS2 = —12,00 kN

XFNS2=0
NS2+15%x0,6-30x0,6=0
NS2 = 9kN

XFMS2=0

MS, —15Xx+30x (x—2) =0
MS2 = 15x-30(x-2)

RyA = 15 KN

Emx=2,y=15ez=25- NS2 =9kN, VS2 = —12,00kN e MF = 30,00kNm
Emx=4,y=3ez=5- NS2 =09kN, VS2 = —12,00kN e MF = OkNm
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A partir dos esforcos encontrados em cada ponto da viga, podemos
construir os diagramas de esfor¢os internos da viga inclinada.

DEN (kN):

DEC (kN):
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DMF (kNm):

Vigainclinada com carga vertical distribuida

Acima temos duas representagdes para a mesma viga inclinada com
carga distribuida. Perceba que a carga esta distribuida verticalmente ao longo da
cota em X a esquerda e ao longo de Z a direita. Assim como fizemos no primeiro
exemplo, primeiramente encontramos as reacgoes de apoio em A e B e tragamos
o Diagrama de Corpo Livre.

OO

=

m
]
L |

B
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30 KN
2Fx =0 Fy=0
= Rxa =0 Rya + Rys = 30
[ 4
XMaA=0 o = arctan—
. i Ry x3—-30%x15=0 « = 53.13°
Ryg = 15kN T sina = 0,8
4m Rya = 15kN T cosa = 0.6

53,13°

~ L !

RyA = 15KN

Como ocorre somente uma carga distribuida ao longo de toda a viga,
faremos somente uma sec¢ao S para a determinagao dos esforgos internos. Como
demonstracao, sera utilizada a representacao da viga com a carga distribuida ao
longo de Z (eixo que percorre a viga inclinada).

A carga q da sec¢ao esta localizada no meio da mesma (z/2) e tera o valor
da carga distribuida multiplicada pela distancia Z da secao.

ZFNS=0
NS—-6xzx08+15%x08=0
NS=4,8xz-12

XFVS=0
—-VS—-6xzx06+15%x0,6=0
VS=-36Xxz+9

SFMS=0
Z
Al MS+6XZXO,6XE—15X0,6XZ=0
//'\
/N MS=-1,8xz2+9xz

4
N

RyA= 15 KN 120
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Emx=y=z=0- NS=-12kN, VS = 9kN e MS = OkNm
Emx=1,5y=2ez=2,5- NS =0kN, VS =0kN e MS = 11,25kNm
Emx=3,y=4ez=5- NS =12kN, VS = —9kN e MS = OkNm

A partir dos esforcos encontrados em cada ponto da viga, podemos
construir os diagramas de esforgos internos da viga inclinada.

DEN (kN): ,

12
(\E
N\
b,
//L

/
A
/>
AL
A
/ ﬁ\.
A Y

—

DEC (kN):
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DMF (KNm):

Vigainclinada com carga horizontal distribuida

B

.

|
e

10 KN/m
|

| LLI

[

[

|
BEBN &EE!

4m

Acima temos duas representagdes para a mesma viga inclinada com
carga distribuida. Perceba que a carga esta distribuida horizontalmente ao longo
de Y a esquerda e ao longo de Z a direita. Assim como fizemos no primeiro
exemplo, primeiramente encontramos as reagdes de apoio em A e B e tragamos
o Diagrama de Corpo Livre.
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3
a = arctan —

10 KN/m

a = 36,87°

sina = 0,6

30 KN

cosa = 0,8

XFx = 0

Rxg = 30KkN «

RyA = 11,25KN YFy =0

T

Rya+ Ry =0

MaA =0
Rxs X 3 — 30X 1,5+ Rys X 4=0
Ryg = 11,251

Como ocorre somente uma carga distribuida ao longo de toda a viga,
faremos somente uma sec¢ao S para a determinacéo dos esforcos internos. Como
demonstracao, sera utilizada a representacao da viga com a carga distribuida ao

longo de Y.
SFVS =0 a Seg¢do S
a
-VS—-10xyx0,6+11,25%x0,8=0 a
a
VS=—-6xy+9
SFNS = 0 L4 o
NS+10xyx08+11,25%x0,6 =0 ——" S
NS =-8Xy—6,75 a\,/.°
s
Q
— 36,87°
SFMS =0 \ e
A
MS+10><%><y—11,25><yx0,8=0 // :a\\
MS=-5Xy2+9x%xz
RyA= 11,25 KN
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Note que a equacao para o momento fletor foi encontrada utilizando cotas
em Z e Y, mas uma outra equacdo do momento fletor poderia ser MF =11,25
X x — 5 X y?, utilizando cotasem Y e X.

Emx=y=2z=0 - NS =-6,75kN, VS = 9kN, MS = OkNm
Emx=2,y=15ez=2,5-NS=-1875KkN, VS = OkN e MS = 11,25kNm
Emx=4,y=3ez=5- NS=-30,75kN, VS = —9kN e MS = OkNm

A partir dos esforgcos encontrados em cada ponto da viga, podemos
construir os diagramas de esforcos internos da viga inclinada.

DEN (kN):

DEC (kN):
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DMF (KNm):

11,25

A

Vigainclinada com carga distribuida no proprio eixo

K> Ao lado temos a representacao
B
Q

B de uma viga com carga distribuida ao
longo de seu préprio eixo (Z).

Assim como foi feito anteriormente, primeiramente encontramos as reacoes
de apoio em A e B e tragamos o Diagrama de Corpo Livre.

_ _ 3
Fy =0 Fx =20 o = arctan.—
Rya+ Ry —50%x0,8=0 Rxs = — 30kN « 4
o= 36,87°
Rya + Rys = 40kN
sina = 0,6
cosa = 0,8

125



ECV 5219 — Andlise Estrutural | - 1 26

5 RxB = 30 KN
XMaA =0
o RxeX3—-50X25+Rysx4=0
RyB = 8,75 KN RYB = 8,75kN T
3m
Rya = 31,25kN 1T

4m
TRyA = 31,25 KN

Como ocorre somente uma carga distribuida ao longo de toda a viga,
faremos somente uma sec¢éo S para a determinagao dos esforgos internos.

VS =0
-VS—-10xz+31,25x0,8=0
VS=-10xz+ 25

INS=0
NS+31,25x0,6 =0
NS = —18,75kN

IMS =0

Ms — 31,25x + 10z x% =0

RyA= 31,25 KN Ms = 31,25x — 522
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Emx=y=z=1z—- NS=-18,75kN, VS = 25kN e MS = OkNm
Emx=2,y=15ez=25- NS =-18,75kN, VS = OkN e MS = 31,25kNm
Emx=4,y=3ez=5- NS =-1875kN, Vs =-25kN e MS = OkNm

A partir dos esforgos internos encontrados em cada ponto da viga,
podemos construir os diagramas de esforcos internos da viga inclinada.

DEN (kN):

DEC (kN):
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Profa. Angela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Profa. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Prof2 Nora Maria De Patta Pillar
(ECVICTC/UFSC)

DMF (kN.m)
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Profa. Angela do Valle (ECV/CTC/UFSC), Profa. Henriette Lebre La Rovere (ECV/CTC/UFSC) e Prof2 Nora Maria De Patta Pillar

(ECVICTCIUFSC)

8. Porticos

Poértico € comumente definido na arquitetura como a area ou local com a
entrada de uma edificacdao coberta, normalmente uma estrutura alta e elevada
por pilares ou paredes. Na Engenhara Civil, chamaremos de poértico toda
estrutura constituida por vigas e pilares, formando um plano.

Pértico na entrada do P%inteéo eE{ Roma
Fonte da imagem: Wikipédia
Nesta apostila, trataremos de porticos planos e isostaticos, dando énfase
aos tri-articulados. E importante para a resolucéo dos exercicios, estarem bem
definidas e treinadas as 4 situagées do tracado dos diagramas de esforcos
internos ja estudadas previamente.
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Nos capitulos anteriores, na resolucao de vigas simples, vigas Gerber e
inclinadas, vimos que o tragcado do diagrama de momento fletor deve seguir a
convencao adotada na Engenharia Civil, onde o lado considerado positivo € o
lado de baixo da viga horizontal. Nos poérticos, seguiremos esse mesmo
procedimento, porém, na resolucao dos exercicios, € o calculista que determina
em que lado de cada barra se encontram as fibras do lado de baixo da haste em
questdo. Adota-se um tracejado no lado que se considera como lado de baixo
das hastes em questdo, pensando principalmente nas hastes verticais.

Pdértico com barra inclinada

10 KN/m

Py iitbibiibgg
10 KN D

JAN
M

e

| o | om |

Primeiramente devemos encontrar as reacgdes de apoio e definir onde se
encontram as fibras, superiores e inferiores, de cada uma das barras do portico.
Para este primeiro caso, vamos considerar as fibras do lado de baixo como

) . 10 KN/m sendo as
LTI mosvadas e
i figura
RyB
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A linha tracejada em vermelho é obrigatoria e representa o lado de baixo
em cada barra.

RxA + 10(0,06) = 0 RyA+RyB-10(0,8)-30=0 | |  _30g70
RXA = -6kN « RyA + RyB = 38kN Sina = 0,6
Cosa=0,8
YMA =0

-10(2,5) - 30(5,5) + RyB(7) =0
RyB = 27,14 kN 1

RyA = 10,86 kN1

10,86 KN

Com todas as reacdes de apoio encontradas, prosseguimos com o
procedimento de decomposicao das for¢cas em eixos ortogonais na barra

inclinada como foi feito na seg¢ao anterior.
V+

V+
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Com todas as cargas definidas, podemos realizar o tragado dos

diagramas para cada uma das barras em analise. E importante notar que nos
porticos, as reacdes presentes em uma dada barra serao transmitidas para as

outras, podendo ou nao ser o mesmo tipo de esforco.

Em A:
Y:10,86(0,8) + 6(0,6) =12,28 kN T
X:10,86(0,6) - 6(0,8) =1,716 kN—-

Neste primeiro exemplo, a carga de 1,716 kN realiza um esfor¢o normal
de compressao na barra AD e é anulada pelos esfor¢cos cortantes que agem na

barra DB, pois esses cortantes agem como esfor¢os normais na barra AD e

vice-versa.
30 KN
= ‘ 10 KN/m‘
= "’Lf_L,i L +—1 "T'
y ,L-l—f#‘r %*f‘i”W*i»LJ B
10 KN 5
7 *
a 7
| /
v
| /
a4 27.14 KN
7
/ C
/ 8
e Aa
7 ay]
% 7 Ja
A /‘\
1,716 KN 12,28 KN
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DEN (kN)
ZERO B
Pela esquerda
1,716
NA = -1,716 kN (Constante até D)
ND=NB=0
DEC (kN)
Barra AD pela esquerda Barra DB pela direita
VA = 12,28 kN (Constante até C) VB =-27,14 kN
VCesq = 12,28 kN VD =-27,14 + 30 = 2,86 kN
A 286

VCdir = 12,28 - 10 = 2,28 kN (Constante até D) Distancia DI === = 0,286m

2,714 m

—

27,14
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DMF (kN.m)

O momento fletor € sempre tracado ao lado tracionado. Se este coincidir
com o lado tracejado sera considerado positivo, caso contrario, sera considerado

negativo.
Barra DB pela direita
7 B MB =0
//
o M[ = 221427 _ 36 83KN. m(2° grau)
MD = 36,83 — w= 36,4kN. m( 2° grau)

Barra AD pela esquerda
MA=0
MC=12,28(2,5) = 30,7 kNm (1° grau)

MD = 30,7 + 2,28(2,5) = 36,4kNm (1° grau)

D 36,4 KN.m
v
‘,

No né D os momentos se anulam. Podemos provar realizando o somatério
dos momentos naquele ponto. A analise de nés sera demonstrada no exemplo
2.

MD = 36,4 (anti-horario) - 36.4(horario) = 0
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Pdrtico com balanco

Assim como fizemos para o primeiro exemplo devemos encontrar as
reacdes de apoio e, aleatoriamente, definir que no presente exercicio o lado
travejado sera considerado o lado de baixo de cada haste em analise.

30 KN
10 KN/m
EETERERETE
D, 2m C 4m Fj
o = 10 KN ’
, 10 KN
—— B F<
| 1Tm l
2m
o

As linhas tracejadas em vermelho representam as fibras do lado de baixo
em cada barra. Segue o calculo das reagdes e o diagrama de corpo livre.
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XFMA=0

MA +10(2) - 10(1) -40(2) + 30(2) = 0

MA = 10kN.m
YFx =0 YFy =0
RxA-10=0 RyA-10-30-40=0
RxA=10kN - RyA=80kN 1T
40 KN
30 KN
- Apwe==: ==
o —=am 0 am E
’ | 10 KN )
2m |
|
J | 10 KN
‘: 1im
2m
|
o >10KN

ol
I

80 KN

Lembre-se, o que define a orientacdo de convencgao dos sinais das se¢des
€ o lado tracejado, como sendo o lado de baixo da haste em analise.
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V"

s

V+

Figura 3 Convengdo para barra horizontal

Barra AC de baixo para cima
NA = -80 kN (Constante até B)

NB=-80 + 10 = -70Kn (Constante até C)
NF = -10kN (Constante até B)
NB=-10+10=0

Na barra DE nao ocorre esfor¢o normal

)
V+

f
\/

A |

Figura 4 Convencgdo para barra vertical

No ponto B, o esfor¢o cortante de -1kN se torna um esfor¢go normal positivo, que

se anula com o esfor¢o normal em F.

DEN (kN)

Zero -70

Zelro

B——==/0F
110
A 80
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Barra AC acima
VA =-10 kN (Constante até

B)
VB=-10+10=0

Barra BF pela direita
VF = 10kN (Constante até B)

Barra DE pela esquerda

VD = -30kN (Constante até C)
VCesq = -30kN

VCdir =-30 4+ 70 = 40kN
VE=40-40=0

No ponto C, o esforgo normal de -70kN (-80kN 1 + 10kN|) vira um esforco
cortante positivo, e a resultante do cortante em C a direita € 40kN. No ponto B
ocorre 0 mesmo, o esforgo normal se torna um esforgo cortante.

DEC (kN)
) 2m 4m )
40
\‘\
D C @ E
S,
-30 -301m
101 : ]10
~ B 6;0 F
2m S)
e A -0
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DMF (KNm)

Barra AC acima

MA = -10kNm (Reagao de apoio)

MBabaixo =-10-10(2) = -30kNm (1° grau)
Barra BF pela direita

MF=0

MBdir =-10(1) =-10 kNm

=

10

Encontramos os momentos no ponto B abaixo na
barra AD e a direita na barra BF, naturalmente. Agora, para encontrarmos o

momento acima, precisamos analisar o né B. Uma maneira de encontrar esse
momento € analisar o lado de cada barra que esta sendo tracionada. Abaixo,
descobrimos que ocorre um momento negativo de -30kN, portanto sabemos que
as fibras sao tracionadas no sentido horario naquela regido. Ja a direita
encontramos o valor de -10 kNm, onde as fibras sédo tracionadas, portanto, no
sentido anti-horario nesta regido. Apos feita essa analise, podemos encontrar o
momento acima realizando o somatério dos momentos no ponto para que haja
equilibrio no n6 em questao, ou seja, ZM n6=0.

>FM=0
M+10-30=0
M=20kN (Constante até C)

ED

Barra DC pela esquerda
MD =0
MCesq=-30(2)=-60kNm (1° grau)
Barra CE pela direita
ME=0

MCdir=— %M) = -80kNm (2° grau)

Obs: No exemplo acima,
todos os diagramas de
momentos fletores foram
tracados do lado tracionado,
que no caso ficaram do lado
oposto ao tracejado
inicialmente adotado.
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Portico Triarticulado
1° Exemplo

O portico tri articulado € uma estrutura isostatica que possui uma rotula
interna e pode conter barras em balanco e barras inclinadas. Sera a estrutura de

30 KN
20 KN/m
100 Ky
) 10 KN/m
A![[‘[I;JWIIW\ |
- ~EEEEEEEEEEEEEREEEN! s
L |y
im \
e’ |

maior interesse neste capitulo.

Como a estrutura € 1x hiperestatica externamente e com uma rotula
interna conectando duas hastes, fazendo com que a estrutura tenha gh = 0.
Desta forma a rétula interna fornece uma equacéo interna de equilibrio adicional,
concluindo a um sistema de 4 equacgdes. A saber:

40 KN 40 KN 80 KM 20 KN 30 KN

RxB
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XFy =0
RyA+ RyB-40-40-60-20-30-60,47=0

RyA + RyB = 250,47 kN

>Fx=0; ZFy=0;
X Megqrot.G =0 ou = My rét. G =0

2Fx=0
RxA+ RxB+50=0
RxA + RxB = -50kN

~MB = 0
60,47(1) + 30(2) + 20(3) + 60(7) - 100 + 40(11) + 40(13) -50(6) -RxA(3) - Ry(12) = 0
12RyA + 3RxA = 1160,47kN

XMGesq=0
-100 + 40(1) +40(3) + 50(1) - Ry(2) + RxA(4) =0
2RyA - 4RxA = 110kN

Somando as equagdes
RxA = 18,54kN —
RyA = 92,08kNT
RyB=158,37kN1
RxB = -68,54kN «
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Segue o diagrama de corpo livre com o tracado das fibras:

40 KN 40 KN 60 KN 20 KN 30 KN

1m

Y

| 3 18,54 KN and

158,37 KN

Faremos agora, o tracado dos diagramas, lembrando que é necessario
decompor as for¢as na barra inclinada.

DEN (kN)

. V+
Barra AD acima

M
NA =-92,08kN (Constante até D)

Barra EH pela esquerda N+< \ 1 ‘\H >N+
NED = 0 (ndo ha esfor¢os normais) Q = {

NDF = -50 - 18,54 = -68,54kN

V+
NGH = -68,54 + 68,54 = 0
Barra GB acima
NB = -158,37(0,868) - 68,54(0,496) = -171,46kN
NI =-171,46 + 60,45(0,868) = -118,98kN a= arCta“% = 60,25°
NIG = -118,98kN sin a= 0,868
cos a = 0,496

142



ECV 5219 — Andlise Estrutural | - 143

Note que os esforcos ortogonais na barra AD (18,54kN e 50kN) agem
como esforgos normais na barra DG assim como o esforco de 68,54kN da barra
BG.

[=e]
[X=]
o]

=31

="}

[ Ly
[

=]
=]
i
I

==
[Le]
(e
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DEC (kN)

Barra AD acima
VA =-18,54 kN (Constate até E)
VE =-18,54 - 50 = 68,54KkN (Constante até D)
VD =-68,54 + 68,54 =0

Barra EH pela esquerda
VE=0
VDesq = -40KkN (linear)
VDdir =-40 + 92,08 = 52,08 kN
VG =52,08-40=12,08 kN (linear)
VFesq = 12,08 - 60 = -47,92KkN (linear)
VFdir =-47,92 - 60,45 + 158,37 = 50 kN
VHesq = 50 - 20 = 30kN (linear)
VHdir = 30 - 30 = OkN

Barra GB acima

VB = -158,37(0,496) + 68,54(0,868) = -19,059kN

VI =-19,059 + 60,45(0,496) = 10,92kN (linear)
VF = 10,92kN

Distancia GK = % =1,28m

19,06
15(0,496)

Distancia l] = = 2,56m

Im 128m 472m Im

Note que a reacao de
apoio RyA = 92,08kN age como
esforgo cortante no ponto D. O
mesmo ocorre para os esforgos
verticais da barra BG no ponto
G (158,37kN e 60,45kN)
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DMF (KNm)

Barra AD acima
MA=0

MC = -18,54(3) =-55,62kNm

MDabaixo = -55,62-68,54(1) = -124,16kNm
Barra EG pela esquerda

ME =0

-4 (2) _

MDesq = = -40kNm (2°Grau)

MGesq = -100kNm (traciona as fibras de cima)

MDdir = -40 - 124 = -164kNm(2°Grau)

Ao analisarmos o né D, temos dois momentos negativos no sentido
horario, portanto, a resultante M que anula esses momentos deve ter sentido anti-

horario e valor igual a MDdir = -40 — 124 = 164kNm

Barra BF acima

MB =0
MJ = 222250 24 41N (2° Grau)

_ 10,92(1,44)
MI =244 — ——"—_16 54kNm(2°Grau)

MFabaixo = 16,54 -10,92(4,03)= -27,46kNm

Barra GH pela direita

MFdir = — "% — g0kNm(2° Grau)

MFesq = -80 - 27,46 = -107,46kNm(2°Grau)

U E

27,46

No no F, temos dois momentos aplicados no sentido horario, portanto:

MFesq = -80-27,46 = -107,46kNm

Uma maneira de encontrar o momento em K é realizar o somatorio dos
momentos a esquerda ou a direita neste ponto, segue o calculo:

145
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ZMKdir =0

472 _

158,37(4,72+4) - 68,54(7) - 60,45(7,72) - 30(6,72) - 20(5,72) - 10(4,72)~~ =

MK = 7,14kNm (2°Grau)

10748
100
. &0
/ &
124,16 E D " K
W
= G 714
E C
=]
A
2° Exemplo

Primeiramente devemos encontrar as reagdes no apoio:

80 KN

30 KN /m

20 KN/m

15 Ki/m o | l
l l l l = Y YV YN 1
50 KNm\ /20 KNm

e

30 KN e

\‘\‘?‘
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80 KN 60 KN 120 KN 40 KN

™~ |1 ‘
™ >H<
A

E ! . 1
D S0 KNm G/zoxwm F
sm
am
'__ 30 KN -l
N | 3354 KN
o 447m
a
63,0
m RxB
em L&i\ —lp
RxA
L Al —> T
YA s
k im A am [_l am | 2m .I'_ am |
RyA

RxA+RxB+30-33,54(0,894) =0
RxA + RxB = 0,015kN

RyA + RyB — 80 — 60 — 120 - 40 — 33,54(0,447) = 0

RyA + RyB = 314,99kN

XFMB =0

4,47
33,54 (T) +40(3) + 120(6) + 20 + 50 + 60(10) + 80(15) —30(3) + RxA— 12RyA =0

3RxA — 12RyA = —2669,97kN

YFMGesq =0

50 + 60(2) + 80(7) + 30(5) — RyA(4) + RxA(11) =0

11RxA — 4RyA = —880kN

Somando as equagdes

RxA=1kN - RyA=222,75kNT RyB = 92,24kNT RxB = -1kN«
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Segue o diagrama de corpo livre abaixo com o tragado das fibras:
80 KN 60 KN 40 KN
E 3
—————— )| B e ——
i 50 KNm
|
|
Sm |
|
|
l \\ 8
I m
30 KN c \
| A\ 33,54 KN
|
| \\
| \\
| TKN O\
&m | =]
} - B
|
}
| 1 KN A
— All—p ‘
[7777 92 24KN
Ji im A 4m | em |
222,75 KN
DEN (kN)

Barra AD acima
NAD =-222,75kN

Barra EH pela esquerda

NED = 0 (ndo ha esfor¢cos normais)

NDF =-30-1 = -31kN

NFH = -31 + 33,54(0,894) + 1 =0

Barra BF acima

NBF = -92,24(0,894) - 1(0,447) = -82,9kN

M

T .
s

8 v
a= arctanz = 63,430

Sin ¢ = 0,894

Cosa =0,447
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Note que os esforgcos horizontais de 30kN e 1kN na barra AD geram

esforcos normais na barra EH. O mesmo ocorre para as cargas de 33,54 e -1kN
na barra BF.

-222,75
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DEC(kN)

Barra AD acima
VA = -1kN (Constante até C)

VC =-1-30 =-31kN (Constante até D)
Barra EH pela esquerda

VE = -80KkN (constante até D)

VDesq = -80kN

VDdir =-80 + 222,75 = 142,75kN
VG =142,75 - 60 = 82,75kN (linear)
VFesq = 82,75 - 120 = 37,25kN

VFdir =-37,5 4+ 92,24 - 33,54(0,447) =
40kN(linear)

VH =40-40=0kN

Barra BF acima

VB =-92,24(0,447) + 1(0,894) = -40,3kN
VI =-40,3 + 33,54 = -6,8kN (2° grau)

Note que a carga vertical
de 222,75kN na barra AD
age como esforco
cortante na barra EH. O
mesmo ocorre para as
cargas de 92,24kN e
33,54(0,447)kN da barra
BF que agem no né F.

N 2,
Distancia G] = 83—55 = 2,76m

am 4m 2.78m

1.24m Zm

142,75

82,75 8275

& @

1 T

0
F| & H

W D v}

-a0

13
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DMF (kN.m)
Barra AD acima
MA=0
M

MC = -1(6) = -6kNm (linear)

MDabaixo = -6 -31(5) = -161kNm (linear)
Barra EH pela esquerda

ME =0

MDesq = -80(3) = -240kNm (linear)

MDdir = -401kNm (traciona as fibras de cima)

Ao analisarmos o n6 D, temos dois momentos no sentido horario, portanto
a resultante M que anula esses momentos deve ter sentido anti-horario e valor

igual a MDdir = -240 - 161 = -401kNm.

MGesq = 50kNm

MGdir = -20kNm
MJesq = -20 + 8%=94,195kNm (2° Grau)

MFesq = 94,195 - 37'25(+4)=71,03kNm(2° Grau)
Barra HF pela direita

MFdir = — 4‘%= -40kNm

MFabaixo = 71,03 4+ 40 = 111,03kNm

MI = 111,03 - 6,8(4,47) = 80,63kNm (3°Grau)
MB =0

71,03

40

A

N
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Ao analisarmos o n6 F, temos dois momentos no sentido anti-horario,
portanto a resultante M que anula esses momentos deve ter sentido horario e
valor igual MFabaixo = 71,03+40 = 111,03kNm. Cada um deles tracionado as
fibras de maneira apresentada acima, em cada haste.

-401

-240
= © G
E e Y
161 D
50
¥
54C
A
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Va TVB

153
Pértico articulado e atirantado:
= 4m —
| |
Analise da estaticidade:
2 tm GE =2+13=0
v‘l/\l"]/\l'\l/\lr,l?‘”f'm GI=3*1-1-1-1=0
E 'f_:j\ GH = GE+GI =0
2m
|C D
i Tirante ou fio (se for i |_
comprimido < escora)
! 2m
HA% A B -
TVA TVB
Substituindo CD pelos esforgos N:
8tf Reacdes e N:
/) 4 tf.m YFx=0 Ha = 0;
P v — LJ’} YFy=0 Va + Ve = 8 tf

YMz=0(A)=Vs.4-82=0
Ve =4 tfm =2 Va =4 tfm
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Momento Fletor em F, pela direita:
roj\m"l_ M®=0  4-2N=0
S oml O+ N = 2 tf.
N
€—C =
2m|
é ul
T
DEN (kN):
® ¥,
ISEi IOMN S57 b
(<) () —
4 -4
DEC (kN):
4
(+)
) F
) -4 ()
Nulo
G--Z 2
e Z
E 5
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DMF (kN.m):
-4 -4
‘4 (')i |
-)
Nulo
O
>
Z.

Porticos Compostos

Porticos Compostos sdo uma associagao de porticos simples. Assim como a viga Gerber é
uma associacao de vigas simples. Se forem isostaticos, o resultado sera uma Associacao de

Particos Simples Isostaticos.

b
=
b
>
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é,...-l-"""

Ll
‘:-"""'-.
[

Dx H H Hx
M E
Dy Hy
Dy Hy
~ ) | . |
« -
C D H I

P
DS
b
>

156



157

>
>
b
>
b
b

10 kN/m
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F

4m

30 kKN

>
b
P

Sm
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WA A L1

Decompondo:
B C He
AN
SFx=0 .. Hc = 30 kN;
30 kN
T‘Vc IFy=0 .. Va+ Vc =80 kN;
A >Ma=0 ..8Vc+4.Hc:-804-30.2=0
A
A Vc=32,5kN = Va=47,5kN
Va
10 KN/m
lll\ v\r\rlllllwwlv y
E F
>Fx=0 .. Ho+ Hg +30=0
R2SEN
l 20 m-l SF,=0 .. Vb + Vg =20 + 32,5 + 80
A Vb + Vg =132,5kN
30 kN lc D G
>Mp=0 .. 8.\Vs-205-804-304=0
Ve =67,5kN = Vp =65kN
MCD =0 .. 4.HD =0

. Hc
D: -3 G, —_— Ho=0 - Hg = - 30 kN
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[ 1 730
ﬁ')
| -47,5
-32,5
-30 ()] ()
i
-47,5 3 nulo
DEN (kN)
() e — —()
-65 -67,5
32,5
)
\_\);
47,5 |
’(')7 T~ o
-47,5
i
‘ T1 -30 " ‘_‘ |
[+ 2 20l Q) DEC (kN)
-32,5
o 30 2 -(+ )
3 3
= c 30
89 180
/
12
DMF (kN.m)
(+)
120 i
60 (+)

60

<] B
\
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9.Cabos

Cabos sé&o estruturas lineares, extremamente flexiveis, capazes de resistir
a esforcos de tracdo. Os esforgos cortantes, de compressao, de flexdo e de
torgdo n&o sao resistidos por um cabo ideal.

Os cabos séao utilizados em varios tipos de estruturas. Nas pontes pénseis
estaiadas e teleféricos sdo principais elementos portantes, nas linhas de
transmissao conduzem a energia elétrica, vencendo vaos entre as torres e sao
empregados como elemento portante de coberturas de grandes vaos.

Ponte Octavio Frias de Oliveira

Fonte da imagem: Slssekind, 1987

No estudo estatico, assume-se a hipotese que os cabos sao perfeitamente
flexiveis, isto €, possuem um momento fletor e esforgo cortante nulo ao longo do
comprimento. Dessa forma, os cabos ficam submetidos apenas a esforcos
normais de tracao.

As formas assumidas pelo cabo dependem do carregamento que nele
atua. Se o carregamento externo for muito maior do que o peso préprio do cabo,
este ultimo é desprezado no calculo. A geometria da configuragao deformada do
cabo, para um dado carregamento, é denominada forma funicular (do latim, funis
= corda) do cabo.
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= HI !'5
i i central
SR Mecanismo de suspe nsao
e estabilizacdo
7 it ento
peso préprio peso préprio  vento //]'V —is Vi
el 10
— —— — —— J— Iﬁ\y {7 3\ {7 - 4<;7_1
i S A G
e . 2z ,' '\‘_ \\ N
£ L
i, T
/ N =

Mecanismo de suspensdo

Cobertura suspensa por cabos
e estabilizacdo
peso préprio sucgdo de vento
c — ) // rI--T-_ _T“_r-_r’[n \\
A < A AE

Cobertura apoiada em um cabo de suspensfo
Mecanismo de suspensao

e estabilizagdo
sucgdo de vento

.. mepeio. :
[ﬁ::;zﬁjﬂ /T&\HQ_“_SL—/@'[\
o

@
MECANISMO PORTANTE E ESTABILIZADOR DE
SISTEMAS PROTENDIDOS
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SISTEMAS ESTRUTURAIS COM CABOS
PARA PONTES

i

IV O ~as

PONTE PENSIL

PONTES ESTAIADAS
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Exemplos de formas funiculares:

Carregamento Forma Funicular

Triangulo

(e Q

A4

Trapezoide

(e Q

Poligono
e, a

Carga Uniformemente
Distribuida ao longo do véo
Parabola

C Q

Carga Uniformemente Distribuida ao longo do
comprimento do cabo (peso proprio)

{ !
bt

Catenaria
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A catenaria possui uma geometria mais baixa que a parabola. Isto é
consequéncia do peso proprio se concentrar mais nas regides proximas das
extremidades.

A partir de estudos comparativos entre a forma da parabola e da catenaria,
para varias relacdes de flecha (f) e vao entre extremidades (L), constata-se que
para relagdes (f/L) < 0, 2 as formas da parabola e da catenaria sao praticamente
coincidentes. Nestes casos, € mais pratico usar a forma da parabola para
determinacao dos lugares geométricos dos pontos ao longo do cabo.

ReacOes de Apoios para Cabos:
Seja um cabo que suporta duas cargas concentradas de valor “P”,
dispostas nos tercos do vao:

L/3 L/3 L/3
H=Ax A B H=Bx
< >
N
f
C D
Ay By
Yooop P

Os sistemas do tipo cabo desenvolvem em suas extremidades empuxos
horizontais, exigindo que os vinculos em “A” e “B” sejam do 2° género.

Por ser um sistema estrutural plano, as equacdes de equilibrio a serem
satisfeitas serao:
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YEFx=0 YFy=0 YMz=0

Lembrando que para qualquer ponto ao longo do cabo o momento fletor
€ nulo devido a sua flexibilidade.

Aplicando as equagdes de equilibrio ao cabo ACDB:

YFx=0
Ax—Bx=0

Ax = Bx = H (empuxo horizontal)

YFy=0
Ay + By = 2P
Ay =2P—-—By=P

YMa=0

l:‘L+P2L By-L=20
T +P(3)-Br L=

By =P

Para o célculo do empuxo horizontal “H” € necessaria uma quarta equagao
de equilibrio que sai da hipétese de momento fletor nulo (M=0) para qualquer
ponto ao longo do cabo. Escolhendo-se o ponto C:

Faz-se uma secdo no cabo que coincida com o ponto C escolhido e
trabalha-se com uma parte a esquerda ou a direita do ponto C, substituindo pelo
seu efeito na secao.

S O .
H A
< YMc=0
f (P-L)
C Ncp —H'f+T=O
> PL
Ay=P H=o¢
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Observa-se que quanto menor a flecha f, maior o empuxo H. E assim
encontram-se as reagdes de apoio do cabo.

E interessante comparar o cabo com uma viga de substituicdo, pois as
reacdes de apoio verticais coincidem para o cabo “AB” e para a viga “AB” de
idéntico vao e carregamento.

Logo:
Ay e By (no cabo) = Ay*e By* (na viga)

— Toda referéncia a reacdes de apoio e esforgos na viga de substituicdo
serao identificados por um asterisco.

Exemplo:

No entanto, a vantagem de comparar o cabo AB a uma viga de substituicao AB

- L/3 - L/3 = L/3 =1
H A = = B H=PL/3f
= =

1[ ;
P

B!
L
s

Ay*=P

s |
Il
o]

D R 7 S

ndo estd somente nas reagdes de apoio verticais. Comparemos 0 empuxo
horizontal no cabo ao diagrama de momentos fletores da viga de substituicao.
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PL /3f

A

B

H=PL/3f

= =
<€ >
:
\C ) /

PL/3

PL/3

PL
3
PL  Mpuax
T3 f

Mméx =

DMF

Onde f é a distancia vertical maxima do cabo até a linha de fechamento
entre as extremidades A e B do cabo.

A relacao

Carregamento.

H=

Mmax

f

pode ser usada para as demais condi¢oes de
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Esforcos Normais de Tracao Atuantes em Cabos

Uma vez conhecidas as reagdes de apoio, é possivel determinar os

esforcos normais atuantes no cabo.

Usando mais uma vez o exemplo do cabo submetido a duas cargas
concentradas equidistantes, de valor “P” cada uma:

L/3 L/3 L/3
— e
PL/3f A B PL/3f x
<«
|
N\ E f
& D -
P P
R P
« Esfor¢o normal no trecho AC:
X
—
PL/3f A
< ) YFx=0 YFy=0
E y Nacy, = (PL/3f) Nac, =P
Nacy = H
P NAcx
m Nac Nac2 = (NACX)2 + (NACY)Z
y

Substitui-se a parte do cabo retirada, pelo seu efeito, a Forgca Normal Nac.
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« Esfor¢o normal no trecho CD:

PL/3f A
YFx=0 YFy=0
f Nep == P—P=0
Nco = H

» Esfor¢o normal no trecho DB:

1
Npg = Nac = [(PL/3f)? + P2] 2

Observa-se, da comparagao entre Nac € Ncp, que o esfor¢go normal maximo
de tracdo no cabo AB ocorre nos trechos AC e DB, trechos adjacentes aos apoios
das extremidades. Esta € uma das caracteristicas dos cabos, os esforcos
normais maximos ocorrem nas secbOes dos cabos préoximas aos vinculos
externos, pois € onde a componente vertical do esforgo normal, Ny, é de maior
valor.

Calculando agora os esforcos normais para um cabo com carga
uniformemente distribuida ao longo do vao:

L
o P
H H=ql?/8f
% )
A X
f
qL/2 qL.2 J_

AARARRRAA
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Cortando o cabo em uma secao genérica de coordenadas (Xx,y):

BEEE S
Aplicando-se as
H equacgdes de equilibrio:
< T YFx=0
A\ . 3 Ney = H
L2 i 2=
LS Nsx Nsy, —qL/2+q-x=0

Ns, =qL/2 —qg-x

S— \
q i\Li % M Para x =0 — Ns, = qL/2
V Parax =L/2 — Ns,= 0

Para o ponto x = L / 2, onde ocorre a flecha f, distdncia maxima da linha
AB, ndo ha componente vertical do esforgo normal de tracao.

Logo, o esforgo normal varia ao longo do comprimento do cabo:

Parax =0

2 2%
Ns =[(Nsy) + (Nsy) |

1
Ns = [(H)? + (qL/2)?]2 — Valor Maximo

Parax =L/2
2 2 3
Ns = [(NSx) + (NSY)]

1
Ns = [(H)%2 + (0)%]2
Ns = H —» Valor Minimo

Comparando o valor de Ns,com os esfor¢cos da viga de substituicao
submetida a idéntico carregamento, constata-se que a variagao de Ns, para x =

0é gqL/2 eparax=1L/2 énulo, coincidindo com a variagao do esforgo cortante
na viga:
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AAAARRRRARAAA
i A

qlL./2

ql./2

ql./2
(+) !
|

-qL./2

Portanto, pode-se concluir que o esforco normal de tragdo para um cabo

€ estimado pela expressao:

=

2 2 2
Ns = [(Nsx) + (Nsy) 1

Ns = [(H)? + (Vs*)z]%

Onde:

H: Empuxo horizontal nas extremidades do cabo
Vs*: Esforgo cortante para uma seg&o genérica de viga de substituigao.

Conformacdo Geométrica Final do Cabo:
Fazendo, mais uma vez, uso da viga da hipétese de momentos fletores

nulos para qualquer ponto genérico sobre o cabo AB.
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Para um ponto genérico “E” que pertenga ao cabo e tenha coordenadas
(x,y):

O ponto “E” esta situado a uma distancia x do apoio “A” do cabo AB, a
equacao de momentos fletores € dada por:
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A configuracdo geométrica do cabo para o trecho AC é definida por uma
equacao do 1° grau.

P P
A B
7 i
S JAN
E
A A
P P
Vi W3 | w3
DMIF
(+)
PL/3
ME*
& 'E
YMe* =0
P-x—Mg=0
Mg =P-x
P

Comparando a expressao do momento no ponto “E” para aviga de
substituicdo com a expressao encontrada para a configuracdo geométrica do
cabo para o ponto “E”:

Viga de Substituicdo — Mg* = P - x
Cabo — yg = (P-xg)/H

Percebe-se que mais uma vez existe uma relagao entre a cota vertical y
do cabo e o momento fletor para a viga de substituicho na mesma secao,
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portanto, deduz-se que a cota vertical ys, para uma se¢ao genérica S do cabo, é
igual ao Ms* dividida pelo empuxo horizontal H na viga de substituicdo para uma
secao S de mesma posi¢ao horizontal que no cabo:

ys = Ms*/ H

Dessa forma, pode-se determinar a cota de qualquer ponto do cabo a
partir do momento fletor na viga de substitui¢ao.

Pode-se também deduzir a forma funicular para um cabo submetido a
carga uniformemente distribuida ao longo do vao:

ql? / 8f H=qL?/8f X
% > >

Reacdes de Apoio:

RAARAARRRAAS

Escolhendo um ponto genérico “C”, com posigéo (xc, yc), passando uma
secao, o diagrama de equilibrio estatico fica:
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T 1
qL? / 8f o
< 2Me =
1
A C Yc —q-xc" —H y&0
al -

\ yc =q- (L-xc —xc?)/2H
lli Ne yc = 4f - (L - Xc — Xc2) /L2
4  J

VY

Generalizando para um ponto qualquer sobre o cabo, de coordenadas
(xy):

y =4f - (L-x —x2)/L% - Equacao da Conformagcao Geométrica do Cabo
submetida a carga “q” apenas.

Comprimento total de cabo submetido a carga “q”
apenas:

Uma vez conhecida a linha elastica do cabo na conformacgao deformada,

pode- se estimar o comprimento total do cabo submetido a carga “q” apenas: Lc.

O comprimento total do cabo Lc é obtido a partir da expressao da linha
elastica y= f(x), através da integragcédo ao longo do comprimento:

dL2 = dx? + dy2

QX dL dL = \/ x2(1+d—y2 = dx

Q..

yZ
d_

dx Lc—JdL—
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Para a situacao de carregamento uniformemente distribuido ao longo do

y =4f- (L-x—x2)/L2

d
D 4 (L - 2%) /12

dx

Substituindo na integral:

0,5

Lc = J.L{1+ [i—f(L—Zx)]z} | dx
0

A solucédo desta integral é feita pelo desenvolvimento do integrando sob a
forma de série. Utilizando este tipo de resolucao de integrais definidas, encontra-
se a seguinte expressao:

Lc = L[1+ 8/3 (f/L)?]

Comprimento total de um cabo de forma funicular parabdlica, submetido
a carga uniformemente distribuida ao longo do vao.

Nas situagdes de cabos submetidos a peso proprio, cuja forma funicular
€ uma catenaria, mas para a relagao f/L < 0,2, pode-se utilizar a mesma
expressao anterior para estimar o comprimento do cabo Lc.

Exemplo:

1) Qual o comprimento total do cabo que suporta uma sobrecarga
uniformemente distribuida ao longo do vao de 100 N/m e que possui
peso préprio igual a 50 N/m, sabendo-se que os pontos de fixacao
estdo no topo de postes de 6 m de altura e que estao afastados entre
si de 50 m? Além disso, ha a informagao que o ponto mais baixo do
cabo esta 4,5 m acima do solo.
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AAARAAARARA

=50 N/m - Catenaria
Q @) =

6m

—
1—

Flecha (f) = 6m - 4,5m = 1,5m
f/L=1,5/50 =0,03<0,2

Pode-se utilizar a expressao da parabola para
substituir a geometria da catenaria:

Lc = L[1 + 8/3 (f/L)?]

Considerando-se o erro na substituicdo da catenaria pela parabola
desprezivel:

Lc = 50[1 + 8/3(1,5/50)?] = 50,12 m
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2) Exemplo de Aplicacao (Extraido de Salvadori e Levy, pag.194)

Uma passarela, que liga duas edificagdes afastadas de 15,0 m, possui
3,0 m de largura e deve suportar uma sobrecarga de 5 kN/m? além de seu
peso proprio, também estimado em 5 kN/m?. A passarela sera suspensa
por 2 cabos com uma flecha de 3m. Determine a forga normal maxima que
tracionara o cabo.

L=15m

178



ECV 5219 — Andlise Estrutural | -

179

H A B H
< q
f=3m
qL2 qL/2
Parabola
Sobrecarga
/
5 kKN/m?
Cargas
5 kN/m?
Peso Proprio
/ —a
/// // 195
Planta 4 —3
1.5
]

Carga distribuida por cabo:

(54 5)kN/m? X (15 X 3)m?

A/2L =
A/ 2 x 15m

= 15kN/m

Como o cabo e o carregamento s&o simétricos Ay=By, entao:

Ay =By =15 % 15/2 = 112,5 kN

H = Mypsn/f
= qL? 15kN/m x 15m®
©8f 8 X 3m
H = 140,62kN
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15 kN/m

Mméx = qL2/8

Forca Normal Maxima

Ng = [(H)2 + (Vs*)?2] /2
Vs" = Vinax , para Npax

Vmax* = 112,5 kN, nos apoios

N = [(H)? + (5)*]'/2

Ng = [(140,63)% + (112,5)2] /2
112,5kN 112,5kN Ne = 180.09 kN

O esforco normal maximo ocorremos
extremos, proximo aos vinculos “A” e “B”

DEC (kN)

1

¢ 1125
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9. Grelhas

Grelha é uma estrutura reticulada plana submetida a carregamentos
perpendiculares ao seu plano. Na construgao civil, este tipo de sistema
estrutural € composto por um sistema de vigas, perpendiculares ou ndo entre
si, que se interceptam, estando interligadas nos pontos de intersecao (SET,
403, 1998).

Fonte da imagem: Atex.com.br Fonte da imagem: mapadaobra.com

A vantagem deste sistema de vigas interligadas esta no funcionamento
conjunto de todos elementos resistentes para qualquer posicdo de

carregamento.

No sistema de ilustracdo acima, observa-se que uma parcela maior da
carga concentrada “P” é transmitida aos apoios pela viga de menor vao,
enquanto uma parcela menor é transmitida na diregcdo do maior vao. A viga mais
rigida, a mais curta, sera mais solicitada em comparacdo com a viga mais flexivel,
a mais longa.
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A interligacao rigida nos pontos de intersecao entre as vigas, introduz um

giro na sec¢ao transversal, conforme pode ser observado da ilustracdo seguinte.

Quando uma das vigas sofre flex&o, a viga interligada sofre um efeito de tor¢éo.
Logo, as barras de uma grelha estdo submetidas a esforgos cortantes (V),

momentos fletores (M) e momentos torsores (T).

POSIGAD INICIAL

POSICED FINAL

llustracdo 2.6-3 Inversao de curvatura nas barras de uma grelha (SET 403,1998)

Se a grelha esta situada no plano xy e o carregamento possui a direcao

z, as equacoes de equilibrio da estatica sdo: YFz=0,>Mx=0,>My=0

Z

T

g

AN AN
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Uma grelha sera isostatica quando estiver restrigida e houver apenas 3

incdgnitas a determinar.

M

Caso a grelha seja triapoiada, os trés apoios nao devem estar situados
sobre uma mesma reta. Se isso ocorrer, a grelha ndao esta restringida e é

hipostatica.

A grelha deve possuir também apoios no proprio plano (xOy) que
garantam a estabilidade para eventuais carregamentos na diregdo x ou y. Na

figura a seguir, todos os vinculos estao representados.

Os apoios de 1° género, B, C e E, restringem deslocamentos na diregéaoz

e os apoios A e D restringem deslocamentos nas direcoes y e X,

183



ECV 5219 — Andlise Estrutural | - 1 84

respectivamente. Como as grelhas sao usualmente estudadas para cargas
perpendiculares ao plano da estrutura, ndo se costuma representar os apoios no
plano xOy.

No caso geral de uma estrutura submetida a um carregamento com

componentes perpendiculares e paralelos ao seu plano (carga obliqua), a

— +
Estutaira plana Grelha
(M, ¥V M=) (V= M, T)
j4 estudada)) londe M & Mx ou M1

analise sera feita em separado para a decomposi¢do do carregamento segundo
o plano e perpendicular ao plano da estrutura.

Os esforcos atuantes na estrutura resultam da superposi¢cao dos esforgcos
internos resultantes da analise da estrutura plana e da grelha, devendo a

estrutura ser projetada para resistir a todas as solicitagdes atuantes.

Momentos torsores poderdo ocorrer em grelhas:
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A torcao é representada por uma seta dupla, o seu sinal por convencgao &
utilizando a regra da méao direita, quando o polegar esta saindo do objeto o sinal
€ positivo e quando o polegar entra no objeto é considerado negativo.

—

7
/ Vi N
7 i /
= , @‘ﬁ‘-‘.ﬁi‘}'—.ﬁ e
.... N
T T 111
- \ L \
kN \

L L
LA A

As grelhas mais comuns no cotidiano sdo as grelhas hiperestaticas,
contudo, nesta disciplina, serdo estudadas apenas grelhas isostaticas e
restringidas, especificamente os dois tipos de grelhas abaixo:

Grelha Engastada e Livre:

Para resolucdo, ndo ha necessidade de calcular as reagbes externas
inicialmente, pois todas as cargas serdao absorvidas no ponto A e ao final do
calculo da grelha sera obtido os valores das reagbes externas.

7
T

RA

Grelha Triapoiada:

Para a resolucdo, ha necessidade de calcular as reacbdes externas
inicialmente pois as cargas irdo ser absorvidas pelos 3 apoios que ndo devem
estar alinhados, mas formando um plano.
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Ha casos especiais, por exemplo quando o angulo entre as grelhas nao
formam 90°, uma parcela do torcor continua sento torcor e a outra parcela
transforma-se em momento fletor, e vice-versa, sendo necessario realizar a
decomposicao das forgas.

.......

AN

Exemplo:

1. Obter os diagramas solicitantes para a grelha da
figura.
/

v@
5kN/m
BL | |©
| | |
1m 1m

Primeiramente, o calculo deve comecar pela haste BC, encontrando-se
as reagoes no ponto B.

5KN YFy=0 O YMe= 0
Ra-5=0 Mg-5*1,5=0
M ﬂ AR Rb = 5KN Me=7,5 KNm
;ﬁ D LC
15m 05m
Como a estrutura esta engastada e livre, ndo
RB ha necessidade de comecar a resolugao

calculando as reagcdes em A.
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Tragando o Diagrama de Esforcos Cortantes e Diagramas de Momentos
Fletores para a haste BC como aprendido anteriormente, quanto ao sinal do
Esforco Cortante, este podera ser discrepante, dependendo do lado que
observarmos.

DEC DMF
7,5KN.m
510 KN \] ) ‘2,5KN_m __2°Grau
2 2L e
B D I T T Trs C B D C

Neste caso, o Momento Torcgor sera zero em toda a haste.

DMT

zero
B D C

Depois, transferem-se as reacdes encontradas para o mesmo ponto B da haste
AB. Para transferir as reagdes, a forca Rs serd transferida com a mesma
intensidade e sinal inverso para a haste AB. Quanto ao Momento Fletor, sera
transformado totalmente em Momento Torgor (dngulo entre as barras 90°) e sera
utilizada a regra da méao direita para identificar o sentido e sinal do Momento
Torcor, o polegar devera ficar na mesma direcao da barra AB e quanto ao sentido
(entrando ou saindo), sera verificado ao fechar os dedos que deverao girar no
mesmo sentido do momento resultante da barra BC. Apds isso, finalmente
calculemos as reacgoes em A:
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T ZFy=O
// Ra-Re=0

A / M Ra-5=0
/4 Ra= 5kN

’ U"IMaA=0

Ma+5x4 =0

Mg ==20kNm

B
T / My =0
/ ~Mt-75=0 .. Mr==7,5kNm

Tracando o Diagrama de Esforgcos Cortantes e Diagrama de Momentos
Fletores para a haste AB:

5,0 KN 20KN.m
DMF
DEC A |
A
50 KN
B
B
O momento fletor da haste BC sera transferido como um momento torsor

para a haste AB com a mesma intensidade, pois 0 angulo entre as barras € de
90° e o sinal dado pela regra da mao direita, que neste caso sera negativo.
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DMT A

7.5 KN.m

B b

T5KNm

Agora, para fins didaticos, juntamos os diagramas:

5.0 KN 20 KN.m
s . (J DMT A
1 75KNm
AV
/
— B Zero c
D 75KN.m

IS /"A Como a grelha é tri-apoiada,
Sy deve-se comegar a
§ /w/ resolucdo calculando as

N /v/,\e reagOes de apoio externas.

)
y 10kN/m

|
B | (V ANE JE A IS

! 5m

Apenas para melhorar a visualizagdo, retiramos a carga distribuida e
colocamos a equivalente no centroide do retangulo.
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TOKN

& TRD=70kN

50KN
/ —
Z =
B c

R+ Rc + Rp-70-50-70=0

T ! ! | T Rs + Rc+ Rp = 190kN
ZEm 26 m
R RC=25kN

B=95kN

Ao realizarmos o calculo do momento, € valido ressaltar que o calculo &
realizado referente a uma barra, diferentemente de outras situagbes que é
utilizado um ponto.

O YMgc=0 U YMcp=0
-70x 3,5+ Rpx 7-70+3,5=0 70x5-Rgx5+50%25=0
Re = 95kN

Retornamos para a Equacdo (1) e, substituindo os valores obtidos,
chegamos ao valor de RyC:

Rs + Rc + Rp = 190kN
Rc = 25kN

Calculadas as reacgdes, poderemos dar inicio ao calculo dos Diagramas
comecgando pela reac&o da barra AB, por esta se encontrar em balancgo.
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U >Mg=0
-Mg+70%3,5=0
Mg = -245kNm

70 KN

Tragcando o Diagrama de Esforgos Cortantes, Diagrama de Momentos
Fletores e Diagrama de Momentos Torcores para a haste AB, frisando que nao
existe Momento Torgor nesta haste:

DEC A DMF A DMT A

245KN.m |

<a Yo

70 KN

B B’ B

Depois, transferem-se as reagdes encontradas para o mesmo ponto B da
haste BC, inclusive o Momento Fletor que se tornara Momento Torgor.

Observacao: No ponto B possuimos a reacdo da haste anterior e 0 Ryg,
resultando em uma for¢a com sinal positivo de 25KN, que é mantida com o sinal
original da reacéao calculada.
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70 KN
‘ 50KN
l:“j‘:::---::if U+ $Ms = 0
245 KN.m == ! ~=245KN.m M
| Y c Mcesq = 25 X 5 — 50 X 2,5
25m z25m
T T MCesq=0
95 KN 25 KN

Tracando o Diagrama de Esforgcos Cortantes, observamos a seguir que
possui um ponto onde o Esforgo é nulo e o Momento Fletor sera maximo, para
obtermos suas coordenadas utilizamos a seguinte formula:

DEC
Vv
E=_
Q
25,0KN
| 25m | Neste caso, como a carga

distribuida (Q) € de 10 KN,

E
B P Mu c entao:

E=2=256m
10

25,0 KN

Tracando o Diagrama de Momento Fletor e calculando o valor do
Momento Maximo:

DMF

| 25m 25m

Meesq= 25 x 2,5-10 x 2,5 x =

Bw\l * Mg esq = 31,25 kNm
+

Mmax = 31,25KN.m

O momento fletor da haste BC sera transferido como um momento torgor
para a haste AB com a mesma intensidade, pois 0 angulo entre as barras é de
90° e o sinal é dado pela regra da mao direita, neste caso, serdo positivo.
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DMT
245 KN.m 245 KN.m
o
B c
| |
5m

Depois, transferem-se as reagdes encontradas para o mesmo ponto C da
haste BC, inclusive o Momento Torgcor que se tornara Momento Fletor e
calculemos o Momento Fletor em D.

Observacao: No ponto C possuimos a reacao da haste anterior e 0 Ryc,
resultando em uma forca nula.

OtXMp=0

245-70%x3,5=0

25 KN

Tragcando o Diagrama de Esforcos Cortantes, Diagrama de Momentos
Fletores e Diagrama de Momentos Torcores para a haste CD, frisando que nao
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existe Momento Torgor nesta haste por conta da auséncia de momento no ponto
C da haste BC.

TOKN

DEC D DMF D DMT D

245 KN.m

< %o

245KN.m

Agora juntamos os diagramas conforme o que foi calculado anteriormente:

DMT A
=
245 KNm ¥ 245 KN.m
L
¥
>
B [
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5tf

Hetha :tf lD
[ [/~
/ A % /

/° /  /

/ 0,5m 7/ 0,5m /

Como a grelha é tri-apoiada,
deve-se comegar a
resolugdo calculando as
reacoes de apoio.

A
[z,su

£\
B C

Ptf IG,Stf
2Fx=0
2Fy=0 Ra+Rs+Rc-3-5=0
2Mae=0 1xRc-1x5-0,5x3=0 Rc =6,5tf
Mec=0 2xRa-1x5=0 Ra=25tf

25+Rs+6,5=8 Re=-1,0tf

O calculo sera feito por haste. Comeca-se pela haste CD, calculando as

reacdes resultantes em C, causada pela carga de 5 tf aplicada em D. Transferem-

se as reacoes em C para a barra BC somando Rc anteriormente calculado,

lembrando que a forca de 5tf , calculada como reacdo em C, deve-seinverter o

sinal antes de somar com a Rc. O momento fletor é transferido como um

momento torgor. Calculam-se as reagdes em B.

195




ECV 5219 — Andlise Estrutural | - 1 96

5tf
l 3tf
D l
5tf.m:: B C « 5tf.m
5tf.m
c 1,5t 1,5tf
e

Transfere-se as reacées em B para a barra AB

somando Rs. Calcula-se as reagbes em A sem somar com Ra.

A DEC
[2,5tf 5,0tf
-2,5tf
1,5tf
5tf. m( B y L
2,5tf
-1,5tf
DMF DMT
-5,0tf.m
’ ‘Q
(3
» o
)
N
0,75tf.m
5,0tf.m -5,0tf.m
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3. Obter os diagramas solicitantes para a grelha da

figura.
T0kN/m
f Y Y Y Y Y VYVY ,
A B 60° Como a estrutura esta
Zm engastada e livre ndo ha

necessidade de comecgar a
resolucdo calculando as
reacoes em A.

10kN/m

15m

F YYVY VY
Cc D
F— 09m —

Primeiramente, o calculo deve comecar pela haste CD, encontrando-se
as reacgdes no ponto C.

| Rc— 9 - O
o
/V/V ; Rc=9 kN
M )¢ D
~Jo46mo45m
s OtY¥Mc=0
T Mc-9%x0,45=0
Mc = 4,05kNm
RC
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Tragcando o Diagrama de Esforcos Cortantes, Diagrama de Momentos
Fletores e Diagrama de Momentos Torcores para a haste CD:

DEC DMF DMT
9 KN 4,05 KN
- om
Ty Fried® zero
C D C D C D

Nesta situacdo, como as hastes ndo formam 90°, o Momento Fletor ndo
se tornara totalmente Momento Torgor, uma parcela continuara sendo Fletor,
para isso, calculemos:

‘\ T =-4,05 X cos30°T =-3,507KNm
gﬁ% Mc=-4,05 + sem 30°

\\ Mc = -2,025 kNm
I \

Agora transmitiremos as reacdes para barra BC e calculamos as
reacdes no ponto B.
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ZFZ=O
Re-9=0
R = 9kN

OtYMp=0
Ms=-2,025 -9 x_*

sen60°

Mp=-17,595kNm

- 03,507 KN.m

Tc=-3,507kNm

2,025 KN.m

Tracando o Diagrama de Esforcos Cortantes, Diagrama de Momentos
Fletores e Diagrama de Momentos Torgores para a haste BC:

17,595 KN.m

DEC DMF DMT

9 KN

3,507 KN.m \{

9KN

2,025 KN.m

3,507 KN.m

Como na situagcao anterior, calcularemos as parcelas transferidas dos
Momentos Fletores e Momentos Torsores.

MB

T =-3,507 X cos 60° + 17,595% cos30°
B ot T=13,454 kN.m

50° Mg = -3,507xsen60° - 17,595 X sen30°
Mg =-11,832kN.m

]
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Agora transmitiremos as reacOes para a barra AB e calcularemos as
reacdes no ponto A.

ZFZ = 0
Ra-9-20=0
20 KN
9 KN Ra= 29 kN
B EEREER N o Tc= 13,484 kN.m
M IR Y B 13,484 KN.m H.es2 Kim
/ T i

1m m
T OtYyMa=0

Ma+9x2+20%x1+11,832=0

2

Ma=-49,88 kN.m

Tragando o Diagrama de Esforgos Cortantes, Diagrama de Momentos
Fletores e Diagrama de Momentos Torsores para a haste AB:

Bee DMF DMT

29 KN

49,88kNm
2° Grau
11,832 KN.m 13,484 KNm 13484 KN.m

Agora, para fins didaticos, juntamos os diagramas:
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(ECVICTCIUFSC)
DEC DMF
29 KN
49,88kNm
17595 KN.m
11,832 KN.m
9 KN
A B A B
9 KN
4,06 KN
c D ¢
DMT
13,484 KN.m 18,484 KN.m
B
A
8,607 KN.m
¢ Zero
D
8,507 KN.m

2,025 KN.m_—22Gray

D
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10. Arcos

Seja um cabo submetido a cargas concentradas cuja forma é um poligono.

—_—
F—>

I |

Rebate-se o cabo AB e mantém-se sua forma funicular “congelada”
compativel com o arco de maneira que o cabo possua rigidez suficiente para
resistir a esforgos de compressao, similar ao comportamento de um arco.

L

Al B

Anaheim Station - Australia

Fonte da imagem: aisc.org

A forma funicular “congelada” do cabo se transforma assim num arco
poligonal funicular. Nos arcos, para cada tipo e intensidade de carregamento
existira uma forma funicular para a qual os momentos serao nulos para todas as
secoes transversais. Esta forma funicular é chamada “linha de presséo” de um
carregamento sempre que a geometria de um arco coincidir com a linha de
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pressao do carregamento aplicado sobre o arco os unicos esforcos atuantes
serao de compressao, com Ms=0 e Vs=0. Além disso, independente do arco estar
submetido exclusivamente a esforgcos de compressdo ou n&o, 0S empuxos
horizontais nas extremidades do arco tém sentido de aproximagdo das
extremidades equilibrando a tendéncia do arco deformar- se com o afastamento
dos apoios.

Formas funiculares para alguns tipos de carregamentos:

Cabos Arcos Linha de
pressio

|
Triangular
\l/ /\

\__/ /l—l\ Trapezoidal
R
<~ /ll\ S
! ] !

URARARRARRARR AR R AR A AR AR AR RA R AR RS
\—/ /\ Parabélica
w M Caterniria

V)

Portanto, muitas das caracteristicas dos cabos também sao pertinentes
aos arcos, principalmente dos arcos com geometria funiculares (Ms=0).

Porém, o comportamento dos arcos difere do comportamento dos cabos
em um aspecto basico: se o carregamento no cabo se modifica, o cabo muda de
forma e assume uma nova geometria funicular. Por outro lado, se o
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carregamento no arco se altera, o arco mantém sua geometria, devido a sua
maior rigidez ao compara-lo ao cabo, e ndo possui mais uma forma funicular para
a nova condicdo de carregamento.

Cabos \/ —> \l o L/
| | l
Arcos /\ s m

A geometria triangular n&do coincide com a linha de presséao para 2 cargas
concentradas.

Quando a geometria do arco ndo coincide com a linha de presséo para o
carregamento, surgem esforgos de flexdo e cisalhamento no arco (Ms,Vs), além
dos esforcos de compressao (Ns).

Ao projetar-se a forma de um arco, sob o ponto de vista estrutural, deve
ser escolhida a forma funicular para o carregamento aplicado. No entanto, sabe-
se que as estruturas estdo submetidas a carregamentos permanentes (peso
proprio) e a carregamentos variaveis (pessoas, mobiliario, ventos).

Para qual combinacdo de carregamentos definiremos a geometria do
arco? Se definirmos somente em funcédo do carregamento permanente havera
efeitos de flexdo quando aplicado o carregamento variavel. Se a geometria do
arco for definida com o conjunto de carga permanente + variavel, para qualquer
alteracao no carregamento variavel ocorrerao efeitos de flexdo e cisalhamento.

O critério de projeto utilizado neste caso € definir a geometria do arco para
o carregamento predominante. Na situagcdo de um arco de alvenaria, o
carregamento permanente € maior que o variavel e a geometria é definida em
funcao do primeiro. No caso de arcos com materiais mais leves, como o ago, as
cargas variaveis possuem maior participagao na composi¢édo do carregamento,
recomendando que a escolha da geometria do arco considere a sobreposi¢cao do
carregamento permanente + variavel.

Sabe-se que a otimizacao do elemento sob o ponto de vista estrutural ndo
€ 0 unico parametro a influir na concepgéo de uma estrutura. A fungéo e a forma
também influenciam a escolha da forma estrutural do arco.

Os romanos notabilizaram-se pela utilizagdo de arcos para vencer
grandes vaos. Os arcos romanos possuem a forma de um semicirculo.
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O carregamento que possui o semicirculo como a linha de pressao € a
acao de cargas radiais. Esse tipo de carregamento surge quando ha efeitos de
vento envolvendo uma cobertura com estrutura em arco, por exemplo. Namaioria
dos casos, o carregamento sera do tipo uniformemente distribuido, o queocasiona
surgimento de efeitos de flexdo nos arcos romanos. E o predominio daforma
sobre a fungao estrutural.

Outro tipo de arco bastante utilizado no passado é o arco gético, que
possui uma flecha bastante pronunciada.

Lembrando-se do elenco de cabos, quanto maior a flecha, menor a reacao
horizontal (empuxo) nos apoios. Nos arcos vale a mesma reagdo. Os arcos
goticos possuem a vantagem de minimizarem as reacoes horizontais, permitindo
vencer grandes vaos sem a preocupacao de surgirem altos empuxos.

Ja o arco arabe nao possui vantagens sob o ponto de vista estrutural, pois
as formas reentrantes nos apoios introduzem altas tensdes de flexao nesta
regiao

Além da escolha da geometria do arco, é necessario que também seja
garantido que o empuxo horizontal nos apoios seja absorvido pela fundagéo.
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_>T T(— T Tirante

Caso a fundacao nao seja capaz de resistir ao empuxo, pode-se optar pela
utilizagdo de um tirante que impedira o movimento de “afastamento” dos apoios.
O inconveniente de usar o tirante esta que este pode vir a ocupar um espaco que
deveria estar liberado para a utilizagdo. A solugao neste caso € colocar o tirante
no nivel das fundacdes, de forma que fique no subsolo da edificacdo. Ha
situacdes onde € possivel tirar partido da utilizacdo de tirantes.

No caso de pontes, os sistemas em arco podem apresentar duas configuracdes
diferentes, conforme a posicao relativa do tabuleiro da ponte esteja acima ou
abaixo do arco.

« Se o tabuleiro esta acima do arco, as cargas do tabuleiro sao transmitidas
por montantes até ao arco e o empuxo horizontal é transmitido as
fundacgoes.

« Se o tabuleiro esta abaixo do arco, as cargas estao “penduradas” no arco
por pendurais. O equilibrio dos empuxos horizontais pode ser garantido
pelo uso de tirantes que estejam embutidos no tabuleiro.

Quanto a vinculacdo, os arcos podem apresentar extremidades rotuladas
ou engastadas:

7 l« zh.l__»oeforma

Os arcos com apoios rotulados permitem a rotagdo nas extremidades
qguando o carregamento atuar.

Os arcos com vinculos engastados sao mais rigidos que os de
extremidade rotulada, apresentando menores deslocamentos quando sob aacao
do carregamento. Por serem mais rigidos, adaptam-se menos as variagéesde
carregamento ao longo da vida da estrutura, surgindo assim esforcos solicitantes
mais elevados que nos poérticos rotulados.

Os arcos hiperestaticos por dependerem de uma condi¢ao adicional de
compatibilidade das deformacdes, além das equagdes de equilibrio, sofrem
alteracdes significativas nos esforgcos quando ha recalques de apoios ou
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variagdes de temperatura. Para eliminar estes efeitos, pode-se acrescentar uma
rétula ao arco biarticulado.

Arcos aplicados em engenharia:
Arcos com tabuleiro superior:

e

| VIADUTO DE ACESSO  Tabuleiro superior  VIADUTO DE ACESSO ,

I 1

MONTANTE
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Arcos com tabuleiro inferior
PENDURAL

L Y

\ TABULEIRO INFERIOR Z

Arcos de fnagé com estruturas de teto curvo.
Curva funicular: catenaria.
Altura do arco: 1/5 do vao

Arcos em contraforte com estrutura de telhado suspenso horizontal.
Curva funicular: poligono parabdlico.
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Altura do arco: 1/3 do vao.

= Z; AN
Arcos em contraforte suportando estrutura de telhado horizontal.

Curva funicular: poligono paraboalico.
Altura do arco: 1/5 do vao.

Arcos em contraforte com estrutura de telhado curvo.
Curva funicular: catenaria.
Altura do arco: 1/7 do vao.

Arcos de fundagao segmentados com estrutura de telhado de forma irregular.
Curva funicular: poligono irregular.
Altura do arco: 1/3 do vao

Arcos de fundacgao suportando estrutura de telhado horizontal.
Curva funicular: poligono parabdlico.
Altura do arco: 1/5 do vao.

209



ECV 5219 — Andlise Estrutural | - 21 O

C
S
A 0 B
: - )
P/2 P/2
DMF
M = P/2 AM
M= PR (1-
Mmax = PR/2
Arcos Biapoiados
1. Cargas Verticais:
P
C Qs=Vasen®=Psen0O/2
S Ns=-Vacos@=-Pcos0O/2

Ms=Va(R-Rcos®)=PR(1-cos0)/2
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Viga de substituicdo

M=PR (1-cos 8)/ 2

C  Mmax=PR/2

M=PR (1-cos 6) / 2

— DMF
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P/2
(Psen )/ 2 (+)
S
PJ2
A 0
-(Pcos 6)/ 2 C -(Pcos 8)/ 2

-“Q

S

S
O
B

« Para carregamento uniformemente distribuido, usando a linha de
fechamento para tragado dos diagramas:

UNAAAAAAAARAN

A B
X
1 L/2 L L/2 L
U DMF

Mmax = qL?/8
Eixo x é utilizado em vez do eixo s da barra curva.

212



ECV 5219 — Andlise Estrutural | - 21 3

2. Cargas Horizontais (passam pela linha AB)

Yx)

Hz=1tf A y B

X A< 1 tf

* Na secdo S o momento fletor &: M = -1tf x y. Logo, em func¢édo de x, M(x)

= -1 xy (x) e o diagrama tragado em relagdo a AB, fica:

M  =-y

(-)

DMF (tf)

onde y(x) € uma funcao continua qualquer.
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Porticos com arcos (ou barras curvas)
2 tf/m

HAwiby

par. 2° gra
3m
— C D i

3tf
4m

2 tf ZQA SASET
4 3m , 3m4
| 4t 8 tf|

2 tf/m
E
E
S S par. 2° grau

5 tf

o
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20

gL %8=9 /

\ 15

| par. 2°
QUL T

C ] D (‘-)‘
15-9= 6 par. 2°
_ T T 20 tf.m
7
_ A
— /T
/
/
8 tf.m
-)
C D
O diagrama resultante fica:
15-9=6
//<> 20
° Tl
8
) B 20
—(-)
DMF (tf.m)
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Arcos Triarticulados
1. Cargas Verticais com Linha de Fechamento Horizontal

Pl P} ].)1 Pm Pu

vl

L=L4+ L2
“f” & a distancia da Rotula
até AB
A H
= <
A
Va Vs
* Vigas de substituicao
Pl... Pl PL m Pn
YFx=0

Ha=Hs=H (1)

YMa=0
L-Vs = ) Pixi
Ve = Y Pixi/1 (2)

YFy=0
Va+ Ve =)Pi
Va=YPi—Vs (3)

Vb Percebe-se que Vg = Vp*
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Também observa-se que Va = Va*

Y'Mqc... = 0 (Momento Fletor na Rétula € nulo)

esq
VaLli — H.f = P1(L1 — x1) — P2(L1 — x2) ... = 0 ou

Vali —H.f— ', Pi(Li—x) =0 (4)

Da viga de substituicao, temos que:
L
Mg* = Va*L1 — Z Pi(L1 — xi)
i=1

Como Va*=Va— Substituindo (5) em (4):
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« Esforgos Internos nos arcos - se¢do S (distante x de A)

Pi

i
Vs =(Va—2Pi)cosep — Hsing
i=1
.
Ns = (-Va+ > P)sing
i=1
— Hcos @
i
Ms =Vax —ZPi(x —xi) —H.y
i=1

Va

Pela Viga de substituicao:

Vs =Vs*cos@ — Hsing
Ns = —=Vs*singp — H cos ¢
Ms = Ms*—H.y
Onde ¢ encontra-se a partir de

y(x) = tan ¢ = dy/dx; sendo
dada a curva y(x) que define o
arco.
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Quando o arco obedece a linha de presséo, temos que Ms =0e Vs =0,
logo:

Vs=20
Ms=0 dy
tangp = —
dx

d

d_z = (1/H)dMs*/dx = (1/H)Vs*
tan @ = Vs*/H

@ = arctg

y = Ms*/H

Vs* = Htan @
Vs = Vs*cos @ — Hsin¢g
Ns—\/(lv T Vs = Htan @ cos @ — Hsin ¢
TUMYS Vs = H(sin @/cos ¢) cos ¢ — Hsin ¢
Vs =0

Consideracgdes:

e Quando o arco tem a concavidade voltada para baixo, e quando as
cargas sao para baixo, os esfor¢os normais sdo sempre de
compressao

e Se a concavidade for para cima e a carga para baixo, os esforcos
normais sao de tracédo (n>0)

e Para cargas uniformemente distribuidas a linha de pressdes € uma
parabola do segundo grau;

e Linha de pressdes € a forma mais econdmica do arco.
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Exemplo: Encontrar Esforcos Internos no Arco Circular para pontos de
coordenadas x=0,4,8,12e 16 m.

8 tf/m

WA

L=L1+L>

f € a dist. da curva AB

H A - B H
> A= <
R |
16m lC 16m ¢
| 5
a S g b
T V*s=V*n-qX T
V*. V*y
(R—3)2+ 162 =R? Equacio do Arco:
R2 —6R+ 9+ 256 = R? (x—16)+[y+ (R—3)]*?=R?
6R =256+9 derivando em relacdo a x:
R =4417 m 20 —16) + [y + (R = 3)] dy/dx =0
Centro do Circulo: teremos que:
a=16m tangp = dy/dx = (16 —x)/(y + R — 3)
b=—-(R-3)
R =44,17m
Da viga de substituicdo obtemos:
gl? 8x32
Va=—= = 128 kN qx?
2 5 2, 292 Mg" = Vax— —
ql® 8x32 S A >
Mgt = —=— =
g 3 > 1024 kN.m
. 102
H= M, /f= = 341,33 kN
3
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Pontos| x y tan ¢ 0] sing | cos @ Ns Vs Ms
0 0 0 0,388 | 21,24°( 0,362 | 0,932 (- 364,5| -4.3 0
1 < 1,34 | 0,283 | 15,96°( 0,272 | 0,962 |-354,5| -05 | -9,4
2 8 2,27 | 0,184 | 10,43°| 0,181 | 0,983 [-347,1| 1,1 | -6,8
3 12 2,82 | 0,091 | 5,20°| 0,091 | 0,996 [-3429| 0,8 | -26
4 16 3,00 0 0° 0 1,0 [-3413] 0 0
.
DEN (kN)

Arco nao obedece a linha de pressdes.
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A resultante das reacées RA e RB nos apoios do segundos género sao
decompostas em 2 diregdes:
-Vertical

-Paralela a AB

L2 a > Angulo que AB faz
com o eixo dos X.

Analogamente ao que foi visto para linha de fechamento horizontal, sera
utilizado o artificio da viga de substituicdo para o célculo das reagdes verticais
e esforcos em uma sec¢ao genérica S.

Célculo das reacfes:

YFx=0 Ha=Hg=H" -1 --

YMa=0 YFy=0

L.Ve=}Y Pixi Ve+Va=Y Pi
Ve=YPixi/L --2- VA=Y Pi-Vg--3--
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a

YMgEsd = ¥MgP" = 0 (Momento Fletor na
Rétula é nulo),pela esquerda:

L

VL -Hfcosa-y , P(L -x)=0 -—-4--

Observa-se que as equacgoes obtidas séo idénticas as obtidas no item

Pela viga de substituicdo temos:

Mg =Vl - 2%:1 Pi(ly — x;) --5--

Logo:
Mg-H.fcos <=0

para « =0 - cos =« = 1, teremos:

Mg-H.f=0-6~

O qual também equivale a

equacao encontrada no item “a”.

H' cos(e-=)

l-l' sen(pa)
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Vs=(Vy - 254 P))coso-H'sen(p-c)
Ng=(-V, +25_,P;)seno—-H'cos(o - )

M=V, x-22,P;(x-x;)-Hycosa

Pela viga de substitui¢ao:

Ve =V"coso -H'sen(p -0.) —-7--

N, = -V’'senp - H'cos(p -0.) -8 -

M, =M"-H'(y).coso. --9--

Linhas de pressodes:

Igualando a equacéo 9:

y=M's/H cos «--10 -

Forma do arco que coincide com a linha de pressdes do carregamento, para
a qual o arco estasubmetido apenas a esfor¢co normal.

Vamos mostrar que Vs sera sempre nulo também. Derivando a equagédo 10 em
relagcéo a x:
dy v
‘dx ~Hcoso,

V- dy

_~ H'cosa.

 dx
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Levando em contaquey =Y -y " :

dy _dY dy*

|~ = = 1gQ - tga
dx dx dx

Logo, substituindo em 7:

V,=H'cos atgo — tga) cos ¢ — H'sen(o — o)

Vs=H'cosasenp-H'senacoso—-Hsen(op-c)=0

Portanto, se Ms = 0 entdo Vs = 0 também.

O unico esforgo atuante no arco nesta situacdo € o esforco normal, Ns,
que pode serobtido por:

N= J(\-'f + H'senc)* + (H'cosa)?
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Que é o resultado da projecdo de H' nas dire¢des horizontal e
vertical, seguida do calculo da resultante vetorial, em modulo, da
composicao das forgas horizontais e verticais a esquerda dasegéo S, na
direcdo normal a secdo (Ns serd de compressdao para arcos com

concavidade e cargas para baixo).

Pode-se também obter, da figura anterior, a inclinagado da tangente ao arco

na secgao S:

V" + H' sena
H' cosa

tang =

Resumindo, para a linha de pressoes:

y=M's/H'cosx V. + H'sena

onde H'=M"; / f cosex tang = H'cosa

-

N = J(\'f + H'sena)* + (H'cos )

-

Quando a linha de fechamento & horizontal, o« =0

y=M"s/H \ '
tgo=__2

onde H=M"/f H

N;= v+ H

:
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11. Linhas de Influéncia

Linha de Influéncia (LI) é o diagrama de um determinado efeito (reagao de
apoio, esforcos internos) em suas ordenadas, causado por uma carga movel
unitaria.

Os diagramas vistos anteriormente eram nas situagbes onde o
carregamento € fixo, neste capitulo estudaremos as linhas de influéncia que
representam os esforcos solicitantes de cargas moveis. Por definicdo, temos que
as linhas de influéncia representam a variagao de um esforgo solicitante que se
verifica em uma secdo qualquer fixa da estrutura causada por uma carga
concentrada unitaria movel (|P|=1).

Na engenharia a aplicagao mais importante para as linhas de influéncia é
em pontes, viadutos, passarelas e pontes rolantes.

Para iniciarmos o estudo, verificaremos 4 situagdes basicas desta apostila
gue nos darao a teoria necessaria para resolver os exercicios mais complexos,
como foram os casos das outras disciplinas.

1° Situacado — Viga em Balanco com Engaste a Esquerda

P=1

=
F

Primeiramente, vamos tracar a linha de influéncia na reagao A, para isso,
lembramos que € o valor da reacao de acordo com a movimentagao da carga,
como € o caso de uma viga em balango, o valor da reacdo em A sera sempre
constante, assim tragamos a LI de Ra.
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Ll de Ra
R 1
| ZFyZO
A 2 Ra—P=0
Ra=P=1
=41l &

Para calcularmos a LI de MA, realizamos o calculo de MA com o somatoério
dos momentos no ponto A, considerando que a carga P e possui valor em médulo
1 é movel variandoentre 0 <z < L.

Ll de Ma
YMa=0
i Ma+PXxz=0
3 Ma=-Pxz
- 0<z<L
A [ z=0
Ma=0
z=1L
Ma = —-L
L

Agora calcularemos o cortante a partir da se¢ao 1, verificamos que quando
a carga esta a esquerda da secao, entre a secao e o engaste, o valor docortante
sera nulo, quando ela se encontra na direita, o valor do cortante sera fixo no valor
de P, neste caso € 1, sendo linear até o final da viga. Para uma melhor
compreensao, € recomendado ao leitor comparar a situagdo com os diagramas,
na situagado onde a carga se encontra a direita e a esquerda da se¢ao, podendo
ser encontrado no capitulo 05 desta apostila.
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Ll de Vs
1 1
T
":I' 0<z<x
A B Vs =0
% X L-x i x<z<L
Vs = +1

Por fim, tragcaremos a linha de influéncia do momento na se¢do, como o
caso anterior, entre o0 engaste e a se¢ao o valor do momento sera nulo, ja a partir
da secao, o momento ira variar de acordo com a equacao descrita abaixo:

LI de Ms 0=z=x
Ms=0
-(L-?O
;'i x<z<L
; Ms=—-P X (z—x)
A B _
f X ¢ L-x % Z=X
Ms=0
=1L
| L | z
Ms = —(L—x)
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2° Situacao — Viga em Balanco com Engaste a Direita

P=1
1 Z

)
m
%]

3
=]

/

~*M
(r
Sy
.

A

RA

Para a linha de influéncia n areacéo A, teremos 0 mesmo caso da situacéo
anterior:

A
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Para calcularmos a LI de MA, realizamos o calculo de MA com o somatoério
dos momentos no ponto A, considerando que a carga P e possui valor em moédulo
1 é moével variando entre 0 < z < L, lembrando que agora o z percorre a direcéo
da direita para esquerda.

LI de Ma YMa=0
Ma+PXxz=0
@ Ma+PXxz=0
s, — 0<z<L
B | A z2=0
Ma=0
z=1L
L | Ma = —L

Agora calcularemos o cortante a partir da se¢ao 1, verificamos que quando
a carga esta a direita da secéo, entre a secao e o engaste, o valor do cortante
sera nulo, quando ela se encontra na esquerda, o valor do cortante serafixo no
valor de P e como estamos variando da direita para a esquerda, de acordocom a
convencgao, o sinal do cortante sera negativo.

LIde Vs

| L 0<z<x

!‘ L-x | X | Vs =

B A x<z<L
(—) Vs=-1

.....

& e

Por fim, tracaremos a linha de influéncia do momento na secéao, entre o
engaste e a se¢ao o valor do momento sera nulo, ja a partir da secdo, o momento
ira variar de acordo com a equacao descrita abaixo:
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LI de Ms
0<z<x
.(L-.l.o Ms =
:f'” x<z<L
g 111 Ms = —P X (z—x)
% L-X 7Z =X
Ms =0
Zz=1L
I
Ms=—(L—x)
3° Situacéao — Viga Bi Apoiada
£
B

RB

Para tracar a linha de influéncia tanto de RA e RB, lembraremos da regra
da sobreposicao dos efeitos, visto anteriormente, onde a reacao sera dada pela
multiplicacdo da carga com o vao até o outro apoio dividido pelo vao total entre

0S apoios.
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Ll de Ra

| S5 WS W0 S GUP Ui Ui SESUED Wi SN UiD VP WD WSV GiS S T VD SHD S Wi Ui WIS WS T un-—- T

LI de Rs

XM =0
(RaxL)—[Px(L—2)]=0

[P x (L—2z)]
- L
0<z<L

A

z=20

Ra=1
z=1L

Ra=0

YMa=0
(RexL)—(Pxz)=0

PXz

Agora, calcularemos o cortante da viga bi apoiada na sec¢éo 1, para isto,
seguimos uma situacao semelhante a utilizada para tracar os diagramas,
enquanto a carga esta entre 0 e x, o valor do cortante sera o Rs, ja quando esta
entre os valores de x e L, o valor do cortante sera o proprio Ra, assim, tragamos

a linha de influéncia:
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leeVS VSesq=RA_P= —RB VSdir=_RB+P=RA
L-x)_ _+b
-1 S Ra=(L-2)/L
Vs+Rg=0 Vs—Ra=0
Vs = —z/L Vs =(L-2z)/L
a z=10 Z=X
b B
Vs =0 Vs =(L—x)/L
Z=X zZ=
Vs = —x/L Vs =0
=X _-a_
L~ L

Por fim, calcularemos o momento na sec¢ao 1, variando entre 0 e x e depois
variando entre x e L (antes e depois da se¢&o):

Li de Ms

f . T Lo |
a b
\'\‘,\ J/J J/J/
+) LL r
L o
x(L-x) - ab
L 1
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para z=0

para z =X

Ms = x/L X (L —x)

0<z<x x<z<L
Ms—ReX (L—x)=0 Ms—Raxx=0
Rg = z/L Ra=(L—-2)/L
Ms = z/L X (L — x) (L—x)
Ms = TXX
z=0
Z =X
Ms =0
X
7 =X MS:L'X(L—X)
Ms = x/L X (L —x) z =LMs
=0
L—z
Ms=Raxx— P(x — z) Ms XX—X+ z
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42 Situacao — Viga Simplesmente Apoiada com Balanco

[ A B D
—x1 - L1-x1 /I\\ X | L-x /l\ L2-%2 ——x2 —
yARRN /4775
! L1 L L2 !

RA RB

Este caso seria a aplicacao e juncao das 3 situagdes vistas anteriormente,
onde possui 0 balango deve ser considerado para fins de calculo a situacao da
viga engastada e entre os dois apoios € a 32 situacao.

Primeiramente, calcularemos as reagcdes em RA e RB, para isso,
calculamos como sendo a situagao 3, todavia, a reagao deve se estender até o
final da viga, seguindo a inclinagdo e utilizando a semelhanga de tridngulos
obtemos a cota Y de cada inclinagao.

Ll de Ra

—

A =
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Caélculo de Yc:

Calculo de Ra:
YMp=0 lz Ye
L (L1+1)
(RaxL)—[Px(L—2z)]=0
L+ L1
_[Px(L—z)] Yo = 1
) L Célculode Y
0<z<L alculo de Yp.
1 Yp
z=20 - = —
L L2
Ra=1 L2
s =L YD=L
Ra=0
LI de Rs
YD
1 /ﬂ'
T
. i I
S UUT ™% o 0
Yo

: L1 i

237



ECV 5219 — Andlise Estrutural | -

238

Calculo de Re: Calculo de Yc:
1 Y
Ma=0 —=—
2Ma LIl
(RexL)—(Pxz)=0 1
PXxz YC=T
R =
L Calculo de Yb:
0<z<L 1_ Y,
z=0 L (L2+1L)
Re=10 L+ L2
YD= L
z =1L
Re=1

Para as se¢des um e dois, trataremos o0 caso da viga engastada a direta
e a esquerda, respectivamente. Seguindo o raciocinio da 2° situacao, tracaremos

a linha de influéncia do cortante e do momento fletor da reacao A:

Llde Vs1 (caso 2)

>eCao 1

= 31—+ L1-x1

28710

Cc {H* T A
|
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LI de Ms1
0<z<x1
S =
x1<z<1L1

Zere

[T1]
[&5)

B T,

F—x2—+tL2-x21

Ms = —P X (z —x1)

Z = X1
Ms =0
z=11

Ms = —(L1 —x1)

Seguindo o raciocinio da 1° situagdo, tragcaremos a linha de influéncia do
cortante e do momento fletor da reacéo A:

LI de Vs2 (caso1):

Ll de Ms2;

Zero

B 1} V)

-Dt
[
A [y A

Zero

F—2—+12:21

c
f— 1= L1-x1—

x2<z< 1l

Ms = —P X (z — x2)

Z = X2
Ms =0
z=1L2

Ms = —(Lz — x2)

Agora praticaremos a 3° situagao para calcularmos o esforgo cortante e o
momento fletor da se¢éo 3.
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Ll de Vs3 (caso 3 +balanco) -

Segdo 3
Yo ‘(LLX)
'Lr- : D:I
| 2 . ) -
Sl s
h] e, Y, T _ o
c AL J\Uf“J B I“JI,J UHLl
4 abad|
T YD
I L1 ! X t L-x ! L2
0<z<x x<z<L Calculo de Yc:
z (L—2) x/L  Yc
Re =1 Ra="7 X
VS+RB:0 VS—RA=O v Q
C:
Ve — o (L-2) L
L Vs = 7
=0
z 7 =x Calculo de Yb:
Vs=0
° N U L-x)/L _ Yo
S_ ———————— " —
7 =X L (L—X) Lz
X z=L L2
VS——— Yp =—
L Vs=0 L
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LI de Mss:
ye
, Secao 3 YD
U] ' ! | -
(—) ||| ; 5 L ) i I (LU
A E : -X 1 —)
’I[ |“|'il‘ . I e gl_.(|||l‘H il
c 11” J I \ + l 1
| L1 | % |
0<z<x Calculo de Yc:

Ms—Re X (L—x)=0

Z

z=0
Ms =0
Zz=1L
X
Ms=E><(L—X)
Exemplo:

x<z<L
Ms—RaXxx=0
(L-x)
L

(L-x)
L

Ms = X X

X
LTy

X L1

Ly
Yc=L

Calculo de Yp:
(L—x)

L Y
(L—x) L2

1 - Trace a Linha de Influéncia da viga abaixo indicando Ra, Rs, Ms1, Ms2, Vsie

Vso2.

Segéo 1

A

Sagao

1

1

F1 rrT'+1 ﬁ 2m |."'

\

6m
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Primeiramente, calcularemos as reacdes em A e em B através da situacao
3 - viga bi apoiada - e estendendo-se seguindo a inclinagdo, assim
encontraremos as ordenadas através da semelhanca de tridngulos.

Ll de Ra

k- 1 1 Yc
8 1
Yc = 1,25
c A B
! 2m &m !
Ll de Rs
1 1_ Yc
. . 8 2
L Yc=—0,25
ILTLT RIS B
Yo |
I &m

Agora sera realizado o calculo da linha de influéncia das secdes. Iniciando
pela secédo 1, verificamos que se trata do caso de uma viga em balangco com
engaste a direita, portanto, a LI se restringe apenas ao trecho, sendo zero no
restante da estrutura.

Ll de Vs1

c Zero
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Ll de Ms1

= zero

Por fim, tracaremos a linha de influéncia da secéo 2. Neste caso, trata-se
da situacao 3, o esforco cortante e momento fletor de uma viga bi apoiada,
calcularemos entre o trecho A e B, logo apds estenderemos seguindo a
inclinag&do e encontraremos o valor da ordenada no ponto, no balanco.

Ll de Vs2

Yo
| [T =,
Ye . 2m 1) HH o -
000 _ D T'TJI ‘ ]I\H | l—l HTH ]TTT—I‘IT—TI‘[‘P»Y-
c A LU v B
2m 6m
y 6 2 Yc 0,25
" 2w R 7T T
Yp1 = 0,75 Ypz = —0,25 Yc = 0,25
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Ll de Ms2
Ye¢
% 2m f 6m !
............... 0/
c A ‘ B
L—Zm—J
Yo
v 2X6 Yc_1,50
T T2+6 2 2

Linha de Influéncia em Viga Gerber

As vigas gerber, como ja visto anteriormente, sdo vigas geralmente
extensas com rotulas internas convenientemente dispostas, formando os dentes
gerber.

Os trechos com e sem estabilidade prépria serao cruciais para verificar
onde os esfor¢os serao restritos ou prolongados aos demais trechos. O primeiro

,& O yal D 7l O O :

IC
I
I
IC

FTETAR DAOF

- EREARL A0S R DA o - - TN
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passo para a resolucao € decompor a viga gerber em trechos com e sem
estabilidade propria ja visto anteriormente, e determinar a hierarquia entre estes.

h\[‘x) Zero

I
>
I

A o Zero

I

Se a secao ou apoio estiver em um trecho sem estabilidade prépria e for de
ordem | a Linha de Influéncia se restringira apenas a este trecho, por exemplo,
tragcamos a linha de influéncia de VS1 com a se¢ao 1 no primeiro trecho, frisando
que devemos considerar a rétula interna como um apoio, portanto se enquadraria
a terceira situacao.

Caso a sec¢ao pertengca a um trecho sem estabilidade propria e for de
ordem diferente de |, a Linha de Influéncia se propagara até o trecho de ordem
[, todavia ndo se propagara no trecho de ordem maior. Neste caso, as duas vigas
que possuem ordem |l irdo se propagar ao trecho de ordem | e ira se restringir.
Para facilitar a visualizagao, a linha de influéncia apenas ira prolongar-se para os
trechos da parte superior da decomposicao.

Caso a secao ou segoes pertenga a um trecho sem estabilidade propria:
a LI se restringe a este trecho. Se houver outros trechos sem estabilidade propria
afeitos ao trecho em questao, a LI se estendera aos trechos afeitos.

"~

s |“ i .“l“““““||llln.. . ||i il _-l .“ IMnnag ot

,.||
Al |LLAN

Ja na situacdo onde a secao pertengca a um trecho com estabilidade
propria, a Linha de Influéncia se prolongara até o final dos trechos sem
estabilidade propria afeitos ao trecho com estabilidade propria.

Exemplo:

245

I




~a L 3 3

ECV 5219 — Andlise Estrutural | - 246

1) Trace as Linhas de Influéncia do Cortante e Momento Fletor das reacées
e sec¢oes indicadas abaixo.

o1 62 Ge

e

(

/{—Zm—;—2m—§—2m —2m— 1A ——3m +—2m—A am +1m+—2m—/H—2m——i am

Para iniciarmos este exercicio, iremos decompor os trechos com e sem
estabilidade propria, lembrando que em alguns casos € possivel mais de uma
decomposicéao, todavia ndo altera o resultado final da linha de influéncia.

C/ ESTABILIDADE
C/ESTABILIDADE S/ ESTABILIDADE S/ ESTABILIDADE S/ ESTABILIDADE S/ ESTABILIDADE

; 2 |}r\ :‘/{‘ [} 3 '9) [} 'S {0 F
3 N AN Y AN
1 [}
n [}
3 A A
m

/X A
O proximo passo tragaremos a linha de influéncia das reacgdes.

O trecho da reacao em A possui estabilidade propria e € a situacédo 1 do
engaste a esquerda. A LI ira prolongar-se nos trechos sem estabilidade prépria
até alcancar outro trecho com estabilidade prépria, nesta situagcédo a linha de
influéncia ira finalizar-se na rétula G2.

(T

Mine..®
2m o 4m

zero o o . o5

O trecho da reacédo em B, € a situacado 3 da viga simplesmente apoiada,
como o apoio pertence a um trecho com estabilidade prépria, a linha de influéncia
ira se prolongara até o final dos trechos sem estabilidade, nesta situacao até o
final da viga a direita e cessando na rotula G1. O calculo das ordenadas é
realizado através da semelhancga de tridngulos, assim temos:

11 T e SO
* @ 4m @ 3m ° 5m i) s 2m  4m 1m
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Yoz =1,6 Yes = 0,4
Ye3 = —0,6 Yeos = 0,2

O trecho da reacdo em C, é a situacao 3 da viga simplesmente apoiada,
como o apoio pertence a um trecho com estabilidade prépria, a linha de influéncia
ira se prolongar até o final dos trechos sem estabilidade, nesta situacao até o
final da viga a direita e sessando na rotula G1. O calculo das ordenadas é
realizado através da semelhanca de tridngulos, assim temos:

zeo  4m .« 3m 1]} ‘HHH H Mg 2m «  4m Wi, t ™
. LI L 5m  ° 3am ° 3m I H\H M 2m™ am
Yea = —1,07 Yoz =—-0,6
Yes = 0,535 Yes = 1,6

A reacao em D pertence a um trecho sem estabilidade propria e encaixa-
se na situacao 3 - viga bi apoiada. A LI ndo se prolongara aos trechos com
estabilidade prépria, todavia o trecho em que pertence a reacao D € de ordem
trés, deste modo se prolongara até o trecho de ordem I.

zero “l\lH ...... |

Yes = 1,67 Yes = —0,83 Ygalango = 0,28

Quanto a reacéo em E, € o mesmo caso anterior, sendo que o trecho é de
ordem Il entdo prolongara até a ordem |.

_I“ | L

X zero ® 8 * cerrrriTI1T JIH
4am " 2m°” 3m
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Yes = 1,5
YBalango =-05

Por fim, tracaremos a reacdo em F, terceira situacédo e que € de ordem |
€ nao se prolongara para nenhum outro trecho.

o2 o Zero o8 o o4 . cs‘_" ‘I‘

YBalango =133

Agora, tragaremos os cortantes das reag¢oes. Para o cortante da secéo 1,
verificamos que se trata do cortante da viga bi apoiada e pertence a um trecho
sem estabilidade propria proximos de dois trechos com estabilidade sera
restringido.

2m oy o ; . zero = . o g ®
R P
2 2
Ysian =~ 574 Ysites)) =5 4 2
YSl(dir) =-0,50 YSl(esq) =0,50

A segao 2 pertence a um trecho com estabilidade prépria, sendo assim ira
propagar-se aos trechos sem estabilidade. Contudo, é a situacao da viga em
balanco a direita resultando na seguinte linha de influéncia:

4m 2m . . zero & &

U A

A secao 3 pertence a um trecho com estabilidade propria, situacao da viga
simplesmente apoiada. Deste modo se propagara até o final dos trechos sem
estabilidade afeitos ao trecho com estabilidade prépria.
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Sego 3

a0

zero prafl MHHWTf [ [T - e J3m sl ?’m, TP 1411 (18011 SRT 1T PO ?m‘ :“3 m
g o 4m 3m T 2 m il ik 2m 4m 1m
. 3 y 2 Yez = 0,60 Yos = —0,20
S3(dir) = — S3(esq) —
zz; , 0153 Yoz = —0,60 Yiatanco = 0,07
Ys3cair) = —0, s3 =10,
S3(dir) You = 0,40

A secéao de 4 esta localizada em um trecho sem estabilidade propria de
ordem lll, sendo transmitido aos demais.

= zero . o e 3M o 4m £ ecaniMNNnnnr. lm
tmo2m  CUIIII0TE" o m = 3 m -

y 1 v 2 Yoz = 0,67

3 == S3(esq) —
1+2 1+2 Yes = 0,67
YS3 = _0,33 YS3(esq) = 0167
YBalan(;o
A secdo 5 €& um
- zZero - “ I e
2m - 3m

caso atipico, onde a secao esta localizada em cima do apoio, nesta situacao
calcularemos a linha de influéncia a esquerda, que estard em balangco se
prolongando ao trecho de ordem 1.

YBalan(,‘o =—-0,33

Ja a sec¢ao 6 localiza-se sob um balanco, contudo ele é de ordem | € nédo
se prolongara ao demais trechos:

zero o

Nl

0,5m
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Agora, calcularemos os momentos nas secdes. Quanto a questdao de
propagar- se sera a mesma dos cortantes. O momento na se¢éo 1 é calculado
utilizando a férmula da situacao 3.

2m 2m. . . zero , “ . .

o] H””‘

y 2 X 2
)

Ys1=1

Para a secao dois, temos a viga em balanc¢o, sendo nula nos trechos a
direita e propagando-se até o final do trecho sem estabilidade.

,mM\HMMy, : . zer0, . . =
o “2m

Ye2=L

Y2 = —2

Secao 3 é o caso da viga bi apoiada em trecho com estabilidade
propagando-se aos demais.

zero_IMMNAIDR ., 30 2 mlll\WlH ||HH|HM am. Am i "
T« 4m - 3m ”‘IW 77""3m © 3m meuuwwu 2m* 3m
v = 3X%2 Yo2 = —1,2 Yes = —0,60
3732
Ye3 = —1,80 YBalan(;o =02
Ys3 = 1,2
Yese = 1,2

Trecho sem estabilidade propagando-se para os trechos de menor
ordem € a situacao da secao 4.

« Z€ero , \ w J2m i nes.,  2M « 3m

uu]\lw T 2 [ S e 271 OO o= P
m 4m
1m 1m
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Yo, = z2x1 Yos = —0,67
2+1
Yes = 0,33
Ys4 = 0,67
YBalango =-0,11

Para a secao 5, diferente do cortante, o momento ndo se altera pelo fato
da secao estar localizada em cima do apoio, sera considerado o caso de uma
viga em balan¢o com engaste a esquerda.

zeo l H‘ I

i il H l I ,1] i
2m 3m I
Yos =—2
YBalanqo
Por fim, a secéo 6 é a situagao do engaste a esquerda.
- . zero - . = . = e 4l

o 05m

YBalan(;o =-1
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Exemplo
A B c D
= - AR
LI de Vsesquerda
1,0
0,33
c 3m D

2m 6m W@\H
05

Ll de Ve direita

A 2m B ém Zero c 3m D

1,0

Ll de Vcesquerda

0,33

2m

-1,0
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Ll de Vcdireita

1,0

A B Zero
2m 6m C 3m D

Trem-Tipo

Apds conhecimento das linhas de influéncia, iremos definir o trem-tipo.
Trem-tipo é um conjunto de carregamentos que deve ser aplicado na estrutura
em seu ponto mais desfavoravel a partir das linhas de influéncia. O trem-tipo &
composto por carregamentos moveis, sendo eles formados pela carga de
veiculos e a carga de multidao cuja classe é definida pela NBR 7188.

Dentre os carregamentos, para esta situagao dividiremos em:

4 Peso Proprio (p.p.)
-
] Veiculo (P)

Permanentes:

- p.p. [kN/m]

SERRENS

P1 P2

Acidentais:

L

T

Ao realizarmos o calculo com o trem-tipo, o objetivo é obter o valor do
maximo esforgo positivo — dependendo da situagédo é considerado o minimo
esforco negativo - e obter o valor do maximo esfor¢co negativo - em alguns casos
sera o minimo esforgo positivo. As cargas P1 e P2 seriam os equivalentes as
rodas do veiculo, para obter o local de onde aplicar as forgas acidentais, o valor
da maior carga devera ser colocado na maior ordenada e a outra carga devera
ser verificado qual o lado (esquerda ou direita) de maior ordenada. Para seu

3
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valor, devera ser feito a semelhanca de tridngulos como realizado na situagao 4
de Linha de Influéncia.

O célculo total leva em conta as seguintes situagdes: a parcela do peso
proprio multiplicado pela soma das areas positivas e negativas; para 0 maximo
esforco positivo, € somado a parcela do peso proprio a carga de multidao
multiplicado pela area positiva e a carga do veiculo multiplicada pelo valor da
ordenada Y aplicada; ja para calcularmos o maximo esfor¢co negativo, é calculado
a carga de multiddo multiplicado pela area negativa e a carga pontualmultiplicada
pelo valor da ordenada Y aplicada.

E+max = p - p X (Area Positiva + Area Negativa) + q x (Area Positiva) + (P x Yi)

E-max = p - p X (Area Positiva + Area Negativa) + q X (Area Negativa) + ¥ (Pi X Yi)

Exemplo:

1) Dada a Linha de Influéncia e o Trem-Tipo, obtenha a reacédo em C
maximo positivo e negativo, além da posi¢do do Trem-Tipo para a viga

abaixo.
LIde Ra
oo
Peso Proprio Trem-Tipo
50 kN 30 kN
10 [kN/m] 2m

i | | 5kN/m)
rYYYYOYOY |

vVvlev

Primeiramente, vamos posicionar o trem-tipo para a posicdo mais
desfavoravel, tanto reagcdo em C maximo positivo, como para reagdo maximo em
C negativo. Para o positivo, verificamos que o maior valor da ordenada é de 1,6,
portanto posicionaremos a carga de 50 kN nesta ordenada. O préximo passo é
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posicionar a carga de 30 kN distanciando os dois metros da primeira carga para
a esquerda ou para a direita, realizamos o calculo pela semelhanca de tridngulos:

Esquerda: Direita:
E B X A carga sera
8 6 posicionadanoY = 0
Y=1,2

Portanto, a posi¢ao da carga de 30 kN do trem-tipo sera a esquerda. Agora
calcularemos para a parte negativa, o maior valor em mddulo da ordenadaé o
valor 2, portanto é onde a carga de 50kN sera posicionada. Por semelhancade
tridngulos, verificaremos se a pior situagéo € onde a carga se situa a esquerdaou
a direita:

Esquerda: Direita:
-2 Y -2 Y
2505 42
Y=-04 Y=-1

Conhecendo as ordenadas de ambos 0s casos, posicionaremos o
trem-tipo na linha de influéncia da reagcdo em C e em seguida realizaremos os
calculos dos esforcgos.

10 [)Km]

AR R S R PR E N R AN SR E R T RN AR
30 kN 50 kN
m
5 {«N/m) 50 kN 30 KN
2m
5 (ki) trrrr v et Ve e Wy 5 (khv/m]
1.5 |

13

Y 4 9% VP ‘ EERERA ARER AN
250+ 2,56m I | 26M 2 ——f—— 2m
' f 5m —1m - 2m t———2m

0.5
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Re, 4.t = p.p X (Area Positiva + Area Negativa) + q X (Area Positiva) + Y (Pi x Yi)

+ 1,6 x8 16x2 05%x25 05%x25 2X25 2x4
Remx 10X ("= "5~ "5~ =% ~ "2 = 2
1,6 x0,8 16x2
+5x%( 3 + > )+ 50x1,6+30x%x 1,2

Rcméx+ = 158,5 kN

- = p.p X (Area Positiva + Area Negativa) + q X (Area Negativa) + Y(P; X Yi)

Cmax
R -~ 10 1,6 x8 16x2 05x25 05%X25 2xX25 2x4
Cmax = X ( 2 + 2 2 2 2 2’

05x25 05x25 2x%x25 2x

4
X_
+ 5% ( > > > > )+50x2+30x1

Re, 4~ = —166,25 kN

Envoltéria

2) Obtenha a envoltoria, esforgos maximos e minimos do Momento Fletor
para a viga abaixo nas sec¢odes indicadas.

Segdo 1 Segdo 2 Segdo 3
A B
/ f ‘: 3m t 3m } 3m } 3m ;‘ | E
Trem-Tipo Peso Préprio
20 Tf 10 Tf A 1 ... W
[T
TYTTYYTOY

Tragcaremos as linhas de influéncia da viga simplesmente apoiada para as
secoes 1, 2 e 3. Apos, colocaremos o trem-tipo nos pontos criticos e a carga de
multiddo, por fim calcularemos o0 maximo momento fletor positivo e negativo.
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O ponto critico € na propria secao 1, portanto posicionaremos a maior
carga e decidiremos se a segunda é posicionada na esquerda ou direita, neste
caso, caso fosse a esquerda seria 0 a ordenada, assim posicionamos o trem tipo
a direita e calculamos a sua ordenada no ponto.

T T TT T oTT

3m

Mg, ..+ = p.p X (Area Positiva + Area Negativa) + q X (Area Positiva) + Y (Pi X Yi)

225%3  2,25X9Y 225%3  2,25x9Y
M1 = 2% (——+——5 )+ IX (5 —+——5—) + 20 X 2,25
+10x 1,5

Mg1,4F = 100,5 tf. m

- = p.p X (Area Positiva + Area Negativa) + q X (Area Negativa)
+ 2 (Pi X Y))

Slmax

2,25X3 2,25X9

MSlméx_ =2 X ( > + >

Mgq, 4~ = 27 th.m
Nesta situacdo, ndo sera maximo negativo e sim minimo positivo.

Msi it =27 tf.m

Para a segunda sec¢ao, o ponto mais critico também ocorre na propria
secao, portanto posicionaremos o trem-tipo neste ponto e verificamos a posi¢cao
da segunda carga, nesta situacdo ambas as posi¢coes dao o mesmo resultado.
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EERERRERRERERRERRRRENRNY

Mg, ..+ = p.p X (Area Positiva + Area Negativa) + q X (Area Positiva) + Y (Pi X Yi)
3X6 3X6 3X6 3X6
5 + > )+ 1x( > + >

Mgz 4t = 129 tf.m

Mgz, o * = 2 X ( )+20x3+10x15

Msz, 4~ = P-P X (Area Positiva + Area Negativa) + q X (Area Negativa)
+ % (Pi X Yi)
3X6 3X6
Ms1max = 2 % ( >+t )

Mgy .- = 36 tf.m
Nesta situacdo, ndo sera maximo negativo e sim minimo positivo.

Mgzt = 36tf. m
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Ja na sec¢ao 3, ocorre 0 mesmo que a primeira secao, mas de maneira
espelhada.

FERERRERERRERRNRARRERENY

Im 3m

CEE 0,75

2,25

Mgz, ..+ = p.p X (Area Positiva + Area Negativa) + q X (Area Positiva) + Y (Pi X Yi)

2,25%X9 2,25%X3 2,25x9 2,253
Ms3, 4t =2 %X ( > + > )+ 1 X ( 5 + > ) + 20 x 2,25
+10x 1,5

Mgz ..+ =100,5tf. m

= p.p X (Area Positiva + Area Negativa) + q X (Area Negativa)

S3max
+ 2 (Pi X Y1)
2,25X9 2,25X3
M53méx_ =2X( > + >
S3max~ = 27 th.m

Neste exemplo, introduziremos o ultimo conceito desta apostila. A
envoltoria € um diagrama que indica o dominio da estrutura, dada em unidade de
momento, a area de atuacgao dos esforgos. Para obté-lo, colocamos o momento
com seus valores maximos e minimos.
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| 3m } 3m } 2m } 3m !
@ A
A
///
N,
I, A
™ A
\\ 27 ///
M ~27 o L1
\\\\ ]
‘\\N ;-“"/
g 36 i ]
:*.;

\ 1 //

L 1005
100,5 L | '
\\"-\.,\ /_pdﬂ/
128

Exercicio do “Curso de analise estrutural: Estruturas isostaticas - volume1” de José Carlos Sussekind

OBS: Para obter a envoltorio do esfor¢o cortantes, procede-se analogamente
SUSSEKING VOLUME 1 - Paginas 277 a 280.
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- Trelicas

- Vigas

- Cabos

- Arcos

- Grelhas
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LISTA DE EXERCICIOS - GRAUS DE ESTATICIDADE

1) Determine o grau de estaticidade externo e interno das estruturas e verifique a estabilidade.

a) F b)
O g O O
A Z \ A
c) d)

e) f)
o—— o
ANNNNNNY
TR
g) h)

Grupo de Experimentacdo e Andlise de Estruturas — GRUPEX
Colaboracéo: Programa de Educagéo Tutorial — PET



RESPOSTAS — GRAUS DE ESTATICIDADE

a)

gh=0 , ge=1 , gi=-1
Equilibrio estavel (restringida): isostatica.

b)

gh=0 , ge=2 , gi=-2
Equilibrio instavel (ndo restringida): hipostatica.

c)

gh=4 , ge=3 , gi=1
Equilibrio estavel (restringida): hiperestatica.

d)

gh=5 , ge=3 , gi=2
Equilibrio estavel (restringida): hiperestatica.

€)

gh=4 , ge=3 , gi=1
Equilibrio estavel (restringida): hiperestatica.

f)

gh=2 , ge=4 , gi=-2
Equilibrio estavel (restringida): hiperestatica.

9)

gh=18 , ge=6 , gi=12
Equilibrio estavel (restringida): hiperestatica.

h)

gh=1 , ge=3 , gi=-2

Equilibrio estavel (restringida): hiperestatica.
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LISTA DE EXERCICIOS — TRELICAS

1) Determinar os esforcos na trelica utilizando o processo grafico:
CAMPANARI, VOL 3, P 853 — Adaptado.

=
(9]
o
<
fl 44— ¢
()]
s
& 2
o]
<
Ax=0 i
1L X tirante B
TBy=6 5t

5,56m 5,5m | 2m
1

2) Determinar os esforgos na treliga pelo processo grafico:
CAMPANARI, VOL 3, P853.
b
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3) Obter os esforgos normais atuantes nas trelicas pelo método analitico de Ritter:
a)SUSSEKIND, P 270

2t 4t 4t 4t 4t 4t 2t

4m
3m | 3m | 3m | 3m |, 3m |, 3m
! I I I I I 1
¢) SUSSEKIND, P. 270
th th th 2t 2t 2t 2t
o - O o o o o T
2m
G ¢ L ] > > -
2m

,  2m |, 2m |, 2m |, 2m |, 2m 2m
I I I I I I 1

d) SUSSEKIND, P 272
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e) SUSSEKIND, P.272

3m
T A 2t
l1,5t
I 2m | 2m | 2m |
f) SUSSEKIND, p.272
8t 8t
2t L4 v
> Ox le) -
3m
4t
> ¢ \ T
3m

L 4m 1 4m
I 1

4) Determinar para trelica da figura:
a) os esforgos nas barras (2), (7), (16), (23), usando Método de Ritter;
b) os esforgos em todas as barras por méetodo grafico.

CAMPANARI,

VOL 3, P 857.
40t 30t

2m

@
—_ 3
VANINE
2m 2m 2m 2m
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5) Obter os esforgos normais atuantes na trelica pelo Método de Ritter:
CAMPANARI, VOL 3, P. 848.

10,0t

3m

2m 2m 2m 2m

4m | 4m

6) Determinar os esfor¢os nas barras (14), (27), (28) e (30) da trelica pelo Método de Ritter:
CAMPANARI, VOL 3, P. 850.

16,0t 8,0t
A g B g C 9P 9 f o F o & o H 1
@

e O el €@ ® ® ® @ @
—_ J ¢ yK

@ ® @ = ® ® &
1,5m @ @
SO 0 0 00 00 o0 0 20 04y
: | | | : | ! |

2m 2m 2m 2m A 2m 2m 2m 2m
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RESPOSTAS — TRELICAS

1) CAMPANARI, VOL 3, P 853.
ReacOes de Apoio

YF=0.A=0

>Ma=0

2P1 +7,5P2 +13P3 +15P4 —15By = 0 .. By = 6,5tf
ZFy= P1+Py+P3+Py = Ay + By Ay = 3,5tf

Para iniciar o Cremona, precisa-se de um n6 com no maximo 2 incognitas. Como ndo existe,
aplica-se 0 método de Ritter para encontrar o esforco no tirante (1):

XMeg=0

7,5Ay — 2tf *5,5m — N1 *8,945m = 0

N; =1,70tf (Tracao)

Ax=0 ;A

Ay=3,5tf

Agora é possivel iniciar o cremona pelo n6 A ou B (apenas 2 incégnitas).

Barra | Esforco Normal | Sentido
(tf)
1,70
0,55
3,40
0,55
0,55
1,74
0,55
1,74
0,55
3,41
3,25

OO N[OOI AW N -

OO[HO|O|O|O|H|0[0O|H

S
= O
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2) CAMPANARI, VOL 3, P853.

Esforco
Barra Normal Sentido

1 1,12 tf
0,50 tf
1,11 tf
1,00 tf
1,11 tf
0,50 tf
1,12 tf

~NogalbhwiN
o|—|-H|o|—|H|o

3)
a) SUSSEKIND, P 270

2t 4t 4t 4t 4t 4t 2t

&
S

0O
OR

2m
T A
2m | 2m | 2m T
| I 1
b) SUSSEKIND, P 270.

4t 8t 12t 12t 4t 4t 2t

| ) ! | | l |

0 O +3 A +12  ~ 17 -~ +7 A +7 R

Grupo de Experimentacdo e Andlise de Estruturas — GRUPEX
Colaboracéo: Programa de Educagéo Tutorial — PET



¢)SUSSEKIND, P. 271

2t 2t 2t 2t 2t 2t 2t
slr L % v v v \ % y

2m

2m

e) SUSSEKIND, P.272
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f)SUSSEKIND, P. 272

4) CAMPANARI, VOL 3, P 857.
N2=-20,75 tf

N23 = +12,75tf

N7=-19,25 tf

Nie = -20,75 tf

5) CAMPANARI, VOL 3, P. 848.

Barra

Esforco
Normal

Sentido

=

2,67 tf

2,00 tf

3,33 tf

8,33 tf

11,67 tf

2,67 tf

8,33 tf

3,33 tf

O ON|O|O|RWN

2,00 tf

(=Y
o

11,67 tf

OOHIOIOI00OIH0O0

3m

3m
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6) CAMPANARI, VOL 3, P. 850.

Esforco
Barra Normal Sentido
14 22,67 tf T
27 1,66 tf C
28 15,00 tf C
30 15,00 tf C
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LISTA DE EXERCICIOS - VIGAS

1. Tracar diagramas pelo método das se¢Oes (dimensdes em metros).

a) 5kNl 10kN b) 3kN.m

v mv Y VvV VY

hrin AN

| :1.2% 1.8 111.2% ‘L1.2 ‘L 2.4 ;‘

14kN/m
C) 12kN.m d) 6KN/m
mé}” q é y v v \ A A L
e) 6kN/m 6kN/m f) lSkN I5kN
YVYVvYY YYVYY ﬂ;é}” 1 A
24 12 187 112 18 [ 12,
———t— T
0) ]5kN ]5kN
prA ' AN

| 1.2‘L 1.8 ﬂL 1.2}\
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2. Tracar diagramas e identificar nos diagramas os valores maximos (dimensdes em metros):

a) b) 6kN/m
5kNI ]5kN g
S A 4 A 4 A 4
S 18 18 09 % 30
At : :
c)  6kN/m d) 6KN/m
i YVY l l l E
18 | 18 | .18 | 18 |
7 7 7 N T~
) 40kN f) 16kN/m 8kN
20kN/m 1091\1'-m 20KN v ¢ Y ¥V VvV Y *v
Y VYYyVY Y i v N ) 3.0 T 6.0 ] éESL 3.0
20, 20 , 1.5 , 15 1.0, | T
1 f \ \ 1 1
g  6kN 4KN/m 6kN
v A 4 v v A 4
2.0 T 3.0 2.0
] | ] ]
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RESPOSTAS - VIGAS

1)
a) l b)

v m v VvV VvV VY
pra AN pras AN
[6.43 ‘8.57 14.83 7.17

Nulo DEN (kN) Nulo
6.43
O | 143 4.83
[® 5 DEC (kN) @ [
8.57 A—\ 0
0.97
7.16
3.00
®\@\V DMF (kN.m) o~
7.72 2.80 ®
10.29
5.13
c) d)
m [ I I YVYYVYY
prAS A b a
+3.00 \3.00 [15.69 \23.91
Nulo DEN(KN) Nulo
15.69
3.c|)o |
© DEC(kN) /\M
@ 29
AN
23.91
9.00 DMF(KN.m)
© ®

|@

3.00 20.38 20.44
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e) f) l [
YVVYY A A 4 VVL ,”9” | é
13.00 112.20 12.14 2,14
Nulo DEN (kN ) Nulo
13.00 214 214
DEC(kN) @ @ |
+—N_ O
217 1.40 1.406 12.20 2.86 S

2.57
) e DMF (kN.m) /&
1&1@% \@/

2.57

0) I[

e AN
15.0 150
Nulo DEN(KN)
5.0
® DEC (kN)
© 5.0
6.0 6.0
) DMF(KN.m)
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2)
a)

5L

10.00

nulo

o nulo
© 5.00

10.00

e
E 9.00

27.00

nulo

g" YY

nulo

10.80
@

9.72&

DEN(KN)

DEC(kN)

DMF(KN.m)

d)

DEN(KN)

DEC(kN)

DMF(KN.m)

9.72

g
110.8

nulo

10.80

A 9.72
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N
v vyvYyYvVv \ 4 1 A4
' AN
80.00 60.00
nulo
80.00
@ “Y0.00
40.00 ©
60.00
h c>20.00O
®
& 80.00 ® 60.00
20.00 120.00
g)
v y v v v
AN AN
0
9.33 \2267
nulo
14.00
3.33 \:ST\WGDO
N
O pss S
6.00
8.67
20.00
12.00
10.61
O o |©

DEN(KN)

DEC(kN)

DMF(KN.m)

DEN(KN)

DEC(kN)

DMF(kN.m)

f)
V*V V VvV Y *y
p—3 AT
98.67 101.33
nulo
74.67
24.00
® N
WA&LL*
2133 S,
24.00 29. 3?\
77.33
24.00 24.00
¢
@
136.00
150.26
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LISTA DE EXERCICIOS - CABQOS

1) O cabo de a¢o de uma ponte pénsil de 600 m de véo, cujos pontos de suspensao estdo no mesmo
nivel, deve suportar uma carga total maxima uniformemente distribuida de 3,5 kN/m. Sea flecha
do cabo é de 90 m, pede-se:
a) determinar a &rea necessaria de sua secao transversal, sabendo-se que a tensdo admissivel deste
aco a tracdo é de ot=200 MPa;
b) calcular o comprimento total do cabo.
R:a) A =102 cm?

b) Lc =636 m
2) O cabo de uma linha de transmissao, suspenso entre dois pontos no mesmo nivel, deve vencer
um vao de 80 m e suportar uma carga uniformemente distribuida de 0,05 kN/m. Se o comprimento
total do cabo é 110 m, pergunta-se qual sua flecha e qual o valor do esforgo normalmaximo atuante.
R: f=30m; Nmax = 2,4 KN

3) O cabo BC suporta uma carga uniformemente distribuida de 50 N/m e possui comprimento
total de 120 m. Se no ponto A atua um momento fletor de 200 KN.m, calcular:

a) a flecha “f” do cabo;

b) o valor do esfor¢co normal maximo no cabo.

1

50N/m

TIITTITI1Y

S80Om

A
o 777’L:: 50m 50m
™~

R:a)f=25m
b) Nmax:3,54 kN

4) Determinar as forcas de tracdo nos trechos dos cabos a seguir:

a)
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b)

R:a) Nag =169,7 KN = Ncp
Ngc = 120,0 kN
b) Nag = 28,0 kKN
NBC = 20,9 kN
Ncp = 23,7 kKN

5) Determinar a forma funicular e as forgas de tracdo no cabo AB submetido ao carregamento da
figura, sabendo que o ponto D esta situado 5 m abaixo da horizontal AB:

R: Nac = 161,2 kN § Q 4

Nep=1565kN A p B £
Neo = 143,2 kN Cl 50 kN X T
yc = 2,86 m D
Yo =500m 100 kN

| 5m ‘ 10m 4 10m l

6) Dois cabos parabdlicos sdo unidos no Ponto C, no topo de uma torre. Considerando que a
torre ndo deve ser solicitada por componentes horizontais, determinar h:

R: h=98m
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LISTA DE EXERCICIOS - ARCOS

1) Calcular o valor de f para que o arco triarticulado AGB tenha a geometria da linha de Press6es
do carregamento indicado e para que o esfor¢co normal maximo valha 200 kN (compresséo). Pede-
se também:
a) aspecto a Linha de Pressoes;
b) equacOes da Linha de Pressdes em todos os trechos, referidas aos eixos x e y;
c) esforco normal em G;
d) inclinacdo da Linha de Pressdes no apoio A,
e) esforco normal minimo.
R:c¢) Ne =167,6 KN
d) ¢=2657° y
E) Nmin = 161,2 kN AN

15kN/m 140kN

NANNN WY

o
]
Ar@
/X

2) Deseja-se construir um sistema triarticulado AGB cuja geometria coincida com a Linha de
Pressdes do carregamento da figura. Pedem-se:

a) equacdes da Linha de Pressdes em todos 0s trechos, referidas aos eixos x e y;

b) esfor¢co normal maximo atuante.

R: b) Nmax = 118.77 kN

llﬁ’ﬁ/ﬂlllé#llllll

10m I 5m | 5m
¥ ¥

b | 7
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3) O triarticulado AGB deve coincidir com a geometria da Linha de Press6es do carregamento
indicado, de tal forma que o esforgo normal seja 100 KN (compressdo). Pedem-se:

a) equacdo da tangente da Linha de Pressdes com a horizontal;

b) abscissa da se¢do que tem o esfor¢o normal minimo.

R:b)x=6.93m
P=20kN/m

G(p >~
| I
I
I fi
I I
A I B !

I

I

4) Deseja-se construir um triarticulado AGB que trabalha segundo a Linha de Pressfes para o
carregamento indicado, de tal forma que o esforco normal maximo seja de 250 kN (compressao).
Pedem-se:

a) valor de p;

b) equacdo da Linha de Pressoes;

c) abscissa da secdo que tem o esfor¢o normal minimo;

d) equacdo da tangente da Linha de Pressdes com a horizontal.

R:
a)p=30kN/m
c)x=1154m
P
G© T
f=
A B
10m 10 m
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5) Reconstituir o carregamento do triarticulado AGB, tal que sua geometria coincida com sua
Linha de Pressdes. Sabe-se que o esforco normal minimo atuante € 16 kN (compresséo).

3,75m 3,75m
A B
3m 3m 3m
| |

6) Trace os diagramas de esforcos (esforco normal, esforgo cortante e momento fletor) para o
arco de geometria descrita por uma parabola do 2° grau:
Obs: calcule o valor dos esforcos a cada metro para tragar os diagramas.
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LISTA DE EXERCICIOS - GRELHAS

1) Obter os diagramas solicitantes para a grelha abaixo, cujas barras formam, em todos os
nos, angulos de 90°.

2t/m
1
= 4
[ Dy
/
1t /
! 3m
/
i !
—— - - - - - + - -
A
/ /"B /
/ / /
3m 3m
ol .( oL

2) Obter os diagramas solicitantes para a grelha abaixo, em que a carga de 2t é perpendicular ao
plano ABC.

I

1

3
1

4m

g
I

3) Tracar os diagramas solicitantes para a grelha a seguir:
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4) Tragar os diagramas solicitantes para a grelha a seguir:

’ 90°

/ 2

Fonte: Stssekind, Vol. 1, Cap. V
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RESPOSTAS - GRELHAS

24mt

-12mt

1)
12mt
M (em mt)
3mtX<
T (em mt)
Zero
V (emt)
-Ilt
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2)
i6mt
[~
[~
M (am m) "~ s{2tm
8mt
7
y
7
Zero
T (em mt)
4
Z ||
c-)
|| o
mt
V (emt) 2t (+)
2t
| |
+
2 )
A
Ve
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3)

12

rTT\Fm\ 6
M (em mt) /4ﬁ€77

T

12
+12
T (em mt)
A
+4
V (emt) +
4
\ -2
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4) 12
M (em mt) / —

/KV“VA\E

/(4\/
I
T (em mt) /%%
Vs
/ +2
V (emt) /(/
-2
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5)
2\/2
M (em mt) 1
A 1
V2
+
V (emt)
2 ©
) -V2
©
V2
T=0
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