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1. Introducéo
[Berr 4]

A mecénica pode ser dividida em trés partes:

e Mecanica dos corpos rigidos

e Mecanica dos corpos deformaveis

e Mecanica dos fluidos (compressiveis e incompressiveis)

Corpos Rigidos
Corpos Inflexiveis e ndo deformaveis.

+YF =0 +YF # 0
+YM =0 +YM # 0
Estatica Dinamica

No entanto, estruturas reais nunca sado absolutamente rigidas. Estas
deformacdes, contudo, geralmente sdo pequenas e ndo afetam as condi¢cdes de
equilibrio ou de movimento.

Corpos Deformaveis
As deformacdes sdo importantes para o estudo da resisténcia da estrutura a

falhas.
Confy QU

E
5 Au  ondinal
Coniaw cagad ~
dexoomaana =2 >~ Y.

Y

Na disciplina de Mecéanica dos Solidos, o comportamento mecéanico de corpos
estaticos com os conceitos de tensdo e deformacdo possuem algumas aplicagdes,
como calculos envolvendo: estruturas de aco, estruturas de madeira, concreto e etc.

“A disciplina de Estatica é base para todas as disciplinas de projeto!”




1.1 Mecanica Newtoniana
[Berr 4]

A Mecéanica Newtoniana € a base das engenharias atuais. Baseada nos
conceitos de:

e Espaco
e Tempo
e Massa

e Forca

Estudaremos estes conceitos para as condi¢fes de repouso de particulas e de
corpos rigidos.

Particula
Quantidade de matéria muito pequena em um Unico ponto: idealizacdo.
—y
1'l.::l -
2
o &~
—
s

+Y F =0 - Sem rotacéo

Corpo Rigido
Combinacao de um grande numero de particulas.

~ Sem translacao
-~ Sem rotacao

O estudo da mecanica baseia-se nas Leis de Newton:

e 12Lej de Newton (principio da inércia): Se +Y F =0 em uma particula, tem-se
repouso ou movimento retilineo uniforme.

e 22Lei de Newton: a aceleracdo é proporcional & magnitude de ffr e ocorre na
mesma direcao.
F.=m3

e 32Lei de Newton (acdo e reacéo): as forcas de acéo e reacao entre corpos em



contato, ttm mesma magnitude, linha de agéo e sentidos opostos.

@— :
‘_ﬁ —_— R ]
Pag Foa
|Fag| = |Fgal

Prefixos

Multiplos e submultiplos de unidades fundamentais do S.I podem ser obtidos
pelo uso de prefixos.

e 1073 =m (mili) 103 =k (quilo)
e 107 =p (micro) 10® = M (mega)
e 107° =n (nano) 10° = G (giga)

Precisdao numeérica

A preciséo da solucédo de um problema depende de trés itens:
e Preciséo dos dados de entrada
e Precisdo dos célculos efetuados
e Numero de Algarismos Significativos

Quanto aos numeros significativos:

S AR

\ ¥z} = 4,434
sl
. + IFol = 2,5

Limitacao do dado de entrada

e |F,| = 30 algarismos
. |l_52| = 30 algarismos
Somando em uma calculadora com precisdo de 8 algarismos significativos
havera uma limitacdo dos célculos efetuados.

Exemplos

1) 0,00821 — 8,21 x 102 [3 algarismos significativos]
2) 234100 — 2,341 x 10° [4 algarismos significativos]

Regra geral: utiliza-se, em engenharia, 3 algarismos significativos.



1.2 Vetores de Forca/particulas
[Berr 16]

Vamos inicialmente estudar as for¢as agindo em particulas.

Uma forca representa uma acao de um corpo sobre outro, e sdo caracterizadas
por:

e Magnitude, modulo ou intensidade

e Direcdo ou linha de acéo

e Sentido

Entidades Vetoriais
e Forca
e Deslocamento
e Velocidade
e Aceleragao

/"~ Linha de acao

F
. /
AD'L Representacao 7
o -—x— equivalente = "/ = ==
e j Eixo de referéncia E

7
i
Particula ou ponto

de aplicacédo da
forca

O comprimento do vetor representa a magnitude do vetor: |ﬁ| =F.
E, por ultimo, o sentido da forca é representado pela cabeca da flecha.

Um vetor negativo, —F, apresenta o mesmo médulo e linha de acdo, porém com

sentido oposto.
rA
/ﬂ o

i

!
F

Produto escalar

O produto escalar de uma quantidade escalar K por um vetor F, amplifica ou
contrai/reduz a intensidade do vetor:

-_‘r
e Volume = - Ir. a_?
« Massa / 0.3. F ﬁ
e Energa — —. £ - — - — =/~ — = e
/

,-'f v
/ &



Adicédo de vetores
[Berr 17]

Evidéncias experimentais mostram que dois vetores de forca atuando na
mesma particula podem ser substituidos por um Unico vetor resultante que
apresentara o mesmo efeito na particula.

—
— - Fe
i 2 F, ocasiona os mesmos efeitos que soma F; + F,
) 4 ﬁr = F)l + ﬁz
A =
F2

Lei do Paralelogramo

A forca resultante pode ser obtida através da Lei do paralelogramo, onde a
diagonal que passa pelo paralelogramo € o vetor resultante.

Uma vez que o paralelogramo construido com os vetores F1 e F2 ndo depende
da ordem da selecéo dos vetores, temos que a propriedade comutativa se verifica:

F)l‘l‘ﬁzzﬁz'i‘ﬁl

Regra do Triangulo

Outra maneira de se realizar esta soma € atraves da Regra do Triangulo, em
que os vetores a serem somados sao dispostos/conectados no “término” de cada
vetor:

=

—

"F L] .E' TE/ ?l
Fe _

A

Soma de 3 ou mais vetores
[Berr 20]

A soma de F,, F, e F; pode ser realizada somando-se 2 vetores, e, com a
(F,), soma-se o ultimo para se obter a F, final:
—

FitFtF = (F)+F,

+f}
-
oy
i




Propriedade Associativa

Quando os vetores estao situados no plano, a adicdo pode ser feita de maneira
grafica mais facilmente. Com isso, podemos observar uma segunda propriedade da
soma de vetores, que € a propriedade associativa (independe da sequéncia de vetores
escolhidos).

Intensidade e direcao da resultante

Podemos determinar o vetor resultante TfR de uma soma de vetores de duas
maneiras:

e Leis da trigonometria

e Decomposicao de forcas

Lei dos cossenos
Quando se conhece os modulos de 2 vetores e o angulo formado entre eles, é
possivel determinar o modulo do vetor resultante:

C = /a% + b2 — 2ab x cos(y)

-'Et_ - -1;3
<
—
F

Lei dos senos
Quando se conhece os angulos e apenas um modulo, podemos descobrir 0s

demais médulos:
a b C

sen(a) sen(B)  sen(y)

Exemplo 1.1
Berr 92 ed.
Sample problem 2.1
Determine a resultante e a sua diregéo.

Q = BOKN)

a5°
A " y P=4orn



— Solucao grafica:

Somar os dois vetores em escala e utilizar a regua e transferidor para obter o
angulo (com relacao a referéncia ) e o comprimento.

__ R

— Solucéao trigopnométrica:

Conhecemos os dois médulos e o angulo entre eles:

— Lei dos cossenos:

Fr = /P2 + Q% — 2PQ X cos(Y) ~ F, = /402 + 602 — 2 x 40 X 60 X cos(Y)
F. = 97,73kN
— Lei dos senos:

FFooQ
sen (155°)  sen (B)

60 xsen (155)] 15 04°
97,73 = B=15

B =sen!x

Portanto, o angulo a que F, forma com o eixo horizontal é:

a=20°+p «~ a=20°+ 15,04
a = 35,04°



Exemplo 1.2
[FZ -5 Hibbeler]
122 ed.

Decomponha a for¢ca F na direcdo dos membros AB e AC:

SN\~

—> F é a Unica forca aplicada, logo é a forca resultante. Além disso, conhecemos
os angulos e apenas um modulo F = 450 N:

30 + 45+ B =180 -~ B =105°

— Lei dos senos:

0 _ _Fac_p, —geo3N
sen (30°)  sen(B) =~ A¢T ’

0 _Fas g 6364N
sen (30°)  sen (45°) =~ AB T ’




Exemplo 1.3
Beer 92 ed.

Sample prob.2.2
Se a resultante das forcas € 5 KN e tem dire¢do horizontal, determine (a) a

forca de tragcdo em cada corda para a = 45°; (b) o valor de a para que a tracdo na

corda 2 seja minima.

— A soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°
- fé& :::5:1
P - - 3 5
J‘ﬁ'sd & ?j =4 i
Ez xS ~ T,

2B+ 2 x (75°) = 360° -~ B =105°

Como conhecemos os angulos:

5000 F, F,

= = ~ F; =3660,3NeF, =2588,2N
sen (105°)  sen (45°) sen (30°) 1 €2

— Devemos escrever a tra(;éo F, em termos de a:

e - LA “9 Y
J ol ,an ; P
x ® ¥
e N

a+ B+30°=180° . B=150— «

5000 F, 2500

= s F, =
sen (150 — a) sen (30°) 2™ sen (150 — a)

A tracdo serd minima quando o denominador for
maximo:

150 — a =90° « a=60°




1.3 Sistema de forcas coplanares

Quando € necessario obter a (xy)
resultante de mais de duas forgas € mais facil ' )
determinar as componentes de cada vetor (x D .

em um dado Sistema de coordenadas e
depois somar as componentes em cada eixo.

Entdo, para cada vetor podemos
decompor em relacao a qualquer Sistema de
coordenadas de eixos ortogonais (que
formam 90° entre si) desde que saibamos os
devidos angulos.

Também é possivel representar as componentes de um vetor em termos de
vetores cartesianos unitarios [1 1; ] gue sao utilizados para designar as direcées dos

eixos (X, Y, 2).

T2

‘Jj 7 1] =1l = |k| =1
-LR: .

e Observacao: Os vetores [T; T; E] possuem modulo unitario, direcdo e sentido
dos eixos designados.

No caso anterior, o vetor F pode ser
representado em termos dos vetores
cartesianos unitarios.

\I -3

!
34 7
il e Y

F=F,.1+F,.j

Entédo, quando temos mais de 2 vetores num plano é aconselhavel proceder
desta maneira:

[‘f
KA F
' 4"FT‘-Z'/'7
I I
o Rl
|
2N -



F, = Fj+ F, + F3
Fr=(Fix. T+ Fiy.J) + (= Fax .1+ Foy.7) + (Fax . 1— F3 5. 7)

Fy = (Fix — Fox + Fay) i+ (Fiy + Foy — F3y).J

O mddulo da forca resultante é obtido por:

Fr,x = Z Fx - [Fl,x - FZ,X + F3,x]
Fry = XFy - [Fl,y + Foy — F3,y]

Y - Fr = (Fry). T+ (Fry).]

E a intensidade ou modulo de f € dado por

F:rl L]
! &){ ) [F. | = F, = /F%X+ F2, eadirecdode F, ¢

=

Exemplo 1.4
Hibbeler 132 ed.
Exemplo 2.7
Determine a forca resultante e a sua direcdo no sentido anti-horario a partir de
X+.

— Calculo das componentes na dire¢do X:

Fry = —400 + Fyy - Fsy
4
Frx = —400 + sen(45°).250 - (g).zoo

Fr.x = —382,2NouF,, = 382,2N («)




— Calculo das componentes na direcdo Y:

Fr’y = Fl,y + Fz'y + F3‘y

Fry = 0 + cos(45°).250 + (£).200

Fry = 296N (1)

Ve /
4
| oL
3
— Calculo do angulo a:
F. = \/(Fr,x)z + (Fr,y)2 tg(8) = (?) Logo, a =90°+ 6
ry
F, = /(382,2)2 1 (296) © = tg™" (E—) o = 1429
ry

F, = 485N 9 = 52,2°




1.4 Vetores no espaco

Em problemas tridimensionais, as operagcbes podem ser simplificadas se

considerarmos primeiro uma representacao no plano cartesiano.

Y
e % ? P
/’ ) 5

|
|
|
|
!
|

—

Fr=F_x)

+F, +F,

—

e

F

yz =

Flyz = ’(Fy)z + (Fz)z

Fy+F,

Podemos também representar em
termos dos vetores cartesianos unitarios

(13, K).

—

F, = F,0

+F,j+ Fk

Notem que o vetor F,, é perpendicular & F,. Logo,

Fr

—_— =

Fy, + Fx

F, = j (F)? + <1/(Fy)2 + (FZ)2>

2

Fr = v/ (Fx)? + (Fy)? + (Fz)?

Os angulos o, ey sédo os angulos entre os eixos coordenados e o vetor
resultante. Eles sdo chamados de angulos diretores de F,, enquanto seus cosSsSenos
sdo chamados de cossenos diretores do vetor F_r’

Fy

cos (o) = F
r

F

cos (B) = =
r

F,

cos (y) = E

r

O vetor resultante pode ser expresso em termos dos cossenos diretores:

F, = (Fcos )i + (Fcos B)] + (Fcos y )k




Exemplo 1.5
Hibbeler 132 ed.
Exemplo 2.9
Determine a intensidade e os angulos diretores coordenados da forga
resultante.

v

F, = [607 + 80j] N

F, = [~1007 + 1007 + 50K| N

— Célculo da Forca Resultante:

F, =F +F
F, = (607 + 80) + (—1007 + 1007 + 50K)
Fr = /(—40)2 + (180)2 + (50)2

F, = 191N

— Angulos diretores coordenados:




— Outra forma de encontrar o

_Fy ( 40 )
cos(a) = F, \ 191

_ _1( 40)
a = CoSs 191 ——_l\,
a = 102,1° S
| | =
e
® <Fy> (180) L NEA o
COS =\==\|\7— | :
F.)~ \191 ‘: e A .
B = 19,5° By
z
- (7) = (57)
cos(¥) =g ) = (o1
y = 74,8°

1.5 Vetor posicéao

Um vetor posicdo r é um vetor fixo, que localiza um ponto no espaco com
relagéo a outro. Os pontos A e B possuem coordenadas A (Xy,Y1,Z1) e B (X3, Yz, Z,).

19--=- 4
-~ ,,1, |
T = P
1 ; |
l 0 1 i.t
| A /77’(
L/

Logo, o vetor r pode ser escrito em termos dos vetores coordenados unitarios:

F=(Xp — X1+ (Y2 — Y)j + (Z — Z1)K

Como um vetor posicdo é um vetor no espaco, o modulo |r| e os angulos
diretores «, 3 e y sdo obtidos da mesma forma vista anteriormente.

Il = V(X2 =X+ (Yo — Y2 + (Z, — Z,)?

r
cos () = r?x; cos (B) = ?y; cos (y) = r_rz




Vetor forca orientado ao longo de uma reta

Podemos representar o vetor F (Que possui mesma linha de acdo do vetor
posicdo) em termos de T.

Tr 2 ©
Y o F
=7
Y
P =

z
Podemos definir o vetor unidade u, que é o vetor posi¢cdo normalizado:

N
-

L, T
U= |u
|¥|

O vetor F é dado por:

F=Fd

F=F.

. [ (X2 = XDT+ (Y = V)i + (Z, — Zy)K
W& =X+ (Y2 = Y)? + (2, — Zy)?

Exemplo 1.6
Beer 52 ed.
[Exemplo 2.7
O cabo de sustentacdo de uma torre esté tracionado em 2500N. Determine (a)
as componentes F,, Fy, F,; (b) os angulos diretores.

Aom

— Observe que o vetor de tragdo age na dire¢éo da corda
— O vetor posicao AB é conhecido B(0,80,0) e A(40,0,—30)



= (0 — 40)7 + (80 — 0)j + (30 )k
2] = /402 + 802 + 302
|F] = 94,34m

~ O vetor unitario ao longo da corda é:

—407 + 807 + 30k
94,34

—

SU=

| =

—
u =

2

— O vetor de tracdo pode ser representado em termos do vetor unitario u

01+80]+30k
94,34

F = {~10607 + 2120 + 795k} N

— Podemos obter os angulos diretores por:

__FX__< 1060>. _ 11510
cos (o) = v =\"2500) " 0= )
_Fy_(2120)_ a0
cos (B) = £ = \z500) ~ P=3%
_FZ_<795). _ 7150
cos (¥) = = 3500) "V = 71
SEN (XY

N4 = 64,90
KJ ‘cop(r)




1.6 Produto escalar
Beer 32 ed. Pg 130
[Hibbeler 132 ed. Pg 69]

Ocasionalmente, em estatica, é preciso encontrar o angulo entre dois vetores.
O produto escalar entre os vetores A e B € dado por:

U
-
|
1
AOB=AB.cos 9 I/{;_ %
Fix

Onde 0 < 0 < 180° e o resultado é um escalar.
Se expressarmos o produto escalar em termos das componentes cartesianas,

teremos:
A -B = (AJd+A;j+ A,k O (B, + B+ B,k)

A -B=(ABOIT-T+ (AB))I 7+ (A,B, )ik
+ (AyBOT T+ (AyBy )77+ (AyB,)T k
+ (ABk T+ (A,B)K "]+ (A,Bk -k

Notem que: 1-7=1.1.cos (0°) =1
1-7=1.1.cos (90°) =0

-k =1.1. cos (90°) = 0

A -B= AB,+ABy +A,B,

Igualando as duas equacdes, temos:

AB. cos (6) = AyBy + AyB, + A,B,

AyBy+AyB,+A,B
COS (9) — XX Y-y ZZ
AB
0 = cos-! [AXBX+AyBy+AZBZ]
AB




Exemplo 1.7

[web. mst.edw/]
Determine o angulo entre as forcas F, e F,.

— Resolucgéao

—

F1 = FlX + FlV + FlZ

Fiy = 64,279 N

F;y, =sen 40°-F

y

Fixz = cos40°-F Fix = —sen 30° - Fiy,
Fixz = 76,604 N

Fix = —38,302N

F,, = +cos30°- Fiy,

Fi, = 66,341 N

—

F. = —38.3021 + 64.2797 + 66.341K

— Como conhecemos o0 modulo de F,e sua direcdo, poderiamos calcular

—_— _ rz

FZ - FZ - ﬁ

—> No entanto, como queremos apenas o angulo entre F; e F,, que é 0 mesmo
angulo entre F, e r,, podemos apenas realizar o produto escalar F, - 1 :

=31+ 4]— 2k B
551 = /32 + 42 + (—2)2 |F1| = /(—38,302)2 + (64,279)2 + (66,341)2
Ir7] = 5,385 m |F;| = 100N




F T, =F; 1, cosb

(—38,3027 + 64,2797 + 66,341K) - (31 + 4] — 2k) = 100 - 5,385 - cos
—38,302 -3 + 64,279 - 4 + 66,341 - (—2) = 100 - 5,385 - cos0

0= 9,528
©05¥ 5385
6 =89°
Exemplo 1.8
Hibbeler 132 ed.]
Exemplo 2.17

Determine a magnitude das componentes paralela e perpendicular a barra AB.

— O vetor unitario U é o vetor posi¢cdo normalizado:

Fap 61+ 3]+ 2K

faB V6% + 32 + 22

— Vetor orientado ao longo de uma reta:

—
u=

= U =0,8571+ 0,4297 + 0,286k

. Fap = Fag -1 .
FAB = FAB b [O,857T+ 0,429T+ 0,286k]

—> Produto escalar entre F e Fpg:

F)AB. F‘): FAB'F'COS(X
Fap - [0,8571 4 0,429 7 + 0,286K] - (3007) = F,p - 300 - cos a

-

—> Lembrando que:i-7=1; i:7=0; j-k=0

0,857 - 300 = 300 - cosa
cosa = 0,857
o = 31,0°



—> Componentes Fp e F,

_ Fap _Fi
cosa = F sen a = F
#Fpp=257,1N ~F, =154,6N

1.7 Equilibrio de particula

Vamos considerar as condi¢cdes de equilibrio de uma particula ou um ponto no

espaco. O ponto estara em equilibrio ou equilibrio estatico se a forca resultante
atuando no ponto for nula.

YE=0

Ou que as componentes da forca resultante sejam nulas:

— — —

YF,=0;YF, =0; YF, =0

2
Fi

Uma vez que ja vimos como representar uma forca em 3D, e decompor as
componentes, este processo se torna mais facil.

YF I+ YF,]+ YF,k =0

e Procedimento de analise [Beer 32 ed. Pg.80]

Devemos primeiro fazer um diagrama de corpo livre mostrando as for¢as que
atuam em um dado ponto.

e Sistema de cabos suportando uma massa M:



Considerando a argola uma particula.

Diagrama de corpo livre da argola, onde as forcas atuando nela estao
representadas.

Exemplo 1.9
Beer 92 ed.
[Exemplo 2.43
Determine as tragdes nos cabos AC e BC.

NN N XA e g NG N

200K

— Resolugéo
P=m-g
P =200-9,81
P=1962 N

— Diagrama de corpo livre em C:

Facy + Fcgy —P =0

sen(40°).Fac + sen(20°).Fcg — 1962 =0

+-YF,=0




—Facx + Fegx =10
—c0s(40°).Fpc + cos(20°).Fcg = 0

. _ c0s(20°).Fcg
ACT T c0s(40°)

FAC = 1,227 FCB

— Substituindo F,c na equacao (1), temos:

sen(40°).(1,227.Fcg) + sen(20°). Fep = 1962

FCB = 1735,5 N

FAC = 1,227 FCB

Fea = 21294 N

Exemplo 1.10
Hibbeler 132 ed.
Exemplo 3.76
Determine a forca em cada cabo necesséria para suportar o carregamento.

B=y=1843° YF =0




— Diagrama do corpo livre no ponto C:

y
Fac -
~ 7'
fe ¥

< So04)

— Abordagem Escalar

(+_))ZFX =0

Fepx = Fex —Feax =0

Fcp cos(a) — Fep cos(B) — Fcacos(y) =0 (D)

(+MXF, =0
FCD,y - 500 == 0
Fepsen(a) = 500

8
E FCD = 500

FCD == 625 N

(+)XF, =0

Fac sen(y) — Fpc sen(B) = 0
Comoy = f3,

Fac = Fpc

— Substituindo F¢p na equacao (l): — Logo:

625 .cos(a) — Feg.cos(B) — Fac.cos(y) =0 Feg = 395,28 — Fep

_ 395,28

6
5625 — 0.95. Fcg — 0.95.Fac = 0 Fep = =

FBC = 197,64 N

FAC = 395,28 - FCB




— Abordagem Vetorial

.

P = —500
= = 6i+g = =  -6i-2k = = -—6i+2k
Fep = Fop e Fep = Fen e Fea = F

Outra maneira de resolver este problema é representar os vetores de tracao

em termos dos seus respectivos vetores unitarios (ua, ub, ud) € realizar o
somatorio das forcas em cada eixo.




2 Corpos Rigidos

[Beer 32 ed. Pg.98]

Até aqui, estudamos a analise de for¢cas em particulas ou simplesmente num
ponto.

Na pratica, os corpos sdo formados por um conjunto de pontos, onde forcas
podem atuar em pontos diferentes deste corpo.

Um corpo rigido é considerado um corpo que ndo se deforma, com rigidez
infinita. Na prética, todos os corpos se deformam, mesmo que muito pouco. Este
assunto sera estudado em resisténcia dos materiais.

Forcas Externas e Internas

Forca Externa
Representa a acéo de outro ponto no corpo rigido que esta sendo analisado,
gue podem ser forcas aplicadas ou reativas

headas

_ UL
ARSI e = j#’l%!

Ej;;r(;a £ ﬂ_’.a:h Vas

Forca Interna
E a forca que mantém o corpo rigido unido e é responsavel por deformar o
0

corpo. A relacéo entre as forgas internas e a deformacéo é vista Mecanica dos Sélidos
l.

L
T




Forcas desenvolvidas dentro dos corpos em decorréncia de carregamentos

externos.
-
A L
«— 1 v

Observando a secéo transversal

Principio da Transmissibilidade

Este principio afirma que uma forca P atuando num corpo rigido pode ser
aplicada num ponto A ou B, ou qualquer outro ponto situado na mesma linha de acao

da forca P, e que os efeitos causados por P serdo os mesmos.

2

V)
/ s/
T

Viaa cov oma  extremidade
lWwre e oulva 4oldada

Ll
s/

\\y
05 eieirTos NO pgnaasie
(5ada) secan 05 mesTos

2.1 Produto Vetorial

Beer 32 ed. Pg. 103
Hibbeler 132 ed. Pg. 121
Meiram 72 ed. Pg.39

Para entendermos o efeito de uma for¢ca sobre um corpo rigido, que gera
momento em relagdo a um ponto ou a um eixo (veremos na préxima secao),
precisamos definir uma ferramenta matematica chamado “produto vetorial”.

,

L
—
F

i

Lembrando que o produto escalar entre dois vetores € definido por:

A-B=A.B. cos(0)

O produto vetorial entre os vetores A e B é dado por um vetor C:

C=A xB




Onde a magnitude de Cé dada por: ﬁ = A.B.sen(0)

A direcdo de C é perpendicular ao plano contendo A e B

¢ =A.B.sen(0) - Gc

O sentido do vetor C é dado pela regra da méao direita, como o vetor
perpendicular & rotagdo anti-horaria de © de A até B. Logo, no exemplo acima, D =
B x A teria sentido para baixo.

Leis de Operacéao

e Lei comutativa ndo é valida: AXB B XA

e Lei associativa é valida: a(K % —B>) - K) < B

a(A xB) =A x (a.B)

o Leidistributivatambém évalida: | A x (B+D)= (A xB) + (A x D)

Produto vetorial em termos dos vetores cartesianos unitarios
1,j.k)

Tx R JxK
! ¥
- ]
o L I 9'3..
=+ K E— II X
K L R
2 t '3 2

C=A xB=A.B.sen(9)- Uc




I1xX7=1-1"-sen(0°) =0
I xj=1-1-sen(90°) =k

Ixk=1-1"-sen(90°) = —

jxi=1-1"-sen(90°) = —k
] X7=1-1"-sen(0°)=0

Jxk=1-1"-sen(90°) =7

kK xT=1 -1 -sen(90°) =7

kK x7=1 -1 -sen(90°) = —1

kxk=1-1 -sen(0°) =0

Representando o produto vetorial de A e B em termos de aJ, E) temos:

C = (AxT+ AyJj + AzKk) x (Bx7 + Byj+ BzKk)
C = (AxTx Bx1) + (AxT X ByJ]) + (Ax1x Bz k)
+ (Ay]x Bx1) + (Ayj x Byj) + (Ay] x Bzk)
+(AZEXBXT)+(AZEXByT)+(AZE><BZE)
C = (AxBx)k — (AxBz)j — (AyBx)k + (AyBz)i + (AzBx)] — (AzBy)i

C= (AyBz — AzBy)T + (AzBx — AxBz)] + (AxBx — AyBX)K

Esta expressdo representa a expansdo do determinante de

matriz 3x3.

O produto vetorial C = A x B pode ser expresso por:

uma



2.2 Momento de uma forca em relacdo a um ponto

! -
Qi O momento de F em relacdo a um ponto “O” do
corpo rigido é dado pelo produto vetorial entre o vetor
posicdo r (de O a A) e o vetor forca aplicado no ponto A.

e —

Mo=7% XF

/
Lorp2 ‘H&idro

Onde vimos que a magnitude Mo é dada por: ‘_E‘T

\ @/
\f—"\-’ 1
Mo = r.F.sen(0) v |

Mo = F.d )
) ?_
SN,

d =r.sen(0) / ¥
L Send = d/‘_

“d” representa a distancia de “O” até a linha de ac&o de F o vetor Mo também
pode ser representado em termos dos vetores cartesianos unitarios 1,7, k:

—_—

Mo = (rxi+ ry +7+ FZK) x (Fxi + Fy] + Fzk)

ou
R S B
Mo=|rx ry rz
Fx Fy Fz

Momento Resultante de um sistema de forcas

—

=~ F".-'-
"E Mo = 1 X F1+ 2 X F2
(] — N —
= Mo = YL, i X Fi




Exemplo 2.1
Beer 52 ed.
[Exemplo 3.2
Determine o momento da forgca em relacéo ao ponto B.

L \i VI —
i Mb = ras X F
N\
A Los B ras = (—2001 + 160j) — (07 + 0})
o N —‘ \ = _ -
" X"e N ras = (—0,2T + 0.16)) [m]
nmw x
200 mm_: 3 F = (cos(60°) - 8007 + sen(60°) - 8007)
Mo F = (4007 + 6937) [N]

—0,27+ 0,167) x (4007 + 6937) Txi=1-1"sen(0°) =0
—0,21 x 4007) + (—0,27 x 693]) ] xj=1"-1-sen(0°) =0
(0,167 x 4007) + (0,16] X 693]) Ixj=1-1-sen(90°) =k
Mg = —0.21 - 693 - (k) + 0.16 400 - (-k) K

Ms = [—136,8K — 64,0k [N - m]

Me = [-202,6 N] - k

Me =
Mg =

-

Xx1=-k

[Mg| =203 N-m

O momento Mg é perpendicular ao plano e aponta para dentro do quadro.

Exemplo 2.2
Hibbeler 132 ed.
Exemplo 4.4
Determine a resultante dos momentos em relacdo ao ponto O.

F; = [+407 + 20j — 60k| N

F, = [407 — 307 + 80Kk| N




v n — —
MO_ Z]:l 1 X Fl

MO= ?A X FA+FB/OXFB

ou
i7 R i 7 K
Mo = [Fax Tay Taz|+ [FBx TBy TIBz
FAX FAy FAZ FBx FBy FBZ

i
Mo=|5 o0 o[t]|]5 -2 4
40 20 —60 40 —-30 80

Mo =5-20k—(—60-57) + (—2-807) +4-407—30-5k— (—2-40k) —
(=30-47)—80-57

Mo = [~407+ 607 + 30k| N - m

cos(a) = =2 = L‘ro
My 781

a=120,8°

[Mo| = +/(—40)2 + 602 + 302

[Mo| = 78,1 N-m




2.3 Principio dos Momentos (Teorema de Varignon)

Foi desenvolvido por um matemético francés chamado Varignon, no século
XVII. [Hibbeler 132 Ed. Pg. 128]

Afirma que o momento produzido por uma for¢ca em torno de um ponto € igual
ao momento produzido pelas componentes desta for¢ca em relagao ao ponto.

Este principio pode ser conferido através da Lei distributiva de um ponto
vetorial:

=

7 -
T ?1:‘.\ "E I\—/[)O=FXF)=?X(E')1+§2)=FXI?1+ Xﬁz

- =+ As componentes de F podem possuir qualquer direcéo,
o - Y qualquer direcdo, com F_l’ e F_2> por exemplo.

Em problemas bidimensionais é geralmente mais simples decompor o vetor F
ao longo dos eixos coordenados (X,y):

y ; 5 O momento das componentes F, e ﬁyem
A / _F tornodeO0é:
!
J -— - — N -
________ 3 . Mo= 1 X Fy+1y X Fy
A E.
oL fy ES
) ~/¥
9! Mo = r- Fy- sen@ (-k) +r- Fy-sena (k)
Y ; ﬁozl—FX.y.El+l Fy-x-El
| I | \J
| ! 3
[PRa S "% | Componente Componente
perpendicular na direcéo
sen® = ¥, logo y= sen0. r com s_entldo perpendicular
r negativo (para ao papel, no
dentro do papel) sentido positivo

X
sena = —, logo x=sena.. r



Exemplo 2.3
[ Hibbeler 132 ed.
Problemas Fundamentais 4.8
Determine o0 momento resultante produzido pelas forgas em torno de O.

Fl = Fl,XT+ Fl,yT

- 4 = 3 -
Fi = <§) - 5001 + (g) . 500]

F, = cos 60° - 6007 — sin 60° - 600 ]

F, = (400 + 300)7 + (300 — 519,6)]

F. = 7007 — 219,6]

—

(Mr)o = @X Fp

- i ]k
(Mp), = [0425 025 o0
700 —219,6 0

ou

Através do Teorema de Varignon

MRro =700-0,25 U +219,6-0,425 0V
Mro = 268,34 N-m U [para dentro do papel]




2.4 Momento de uma forca em relacéo a um eixo
Hibbeler 132 ed. Pg. 139
Beer 92 ed. Pg. 97
Meriam 72 ed. Pg. 75

pontos).

Estamos interessados em conhecer o

momento produzido pela forca F em torno Do
eixo OL (definido por um vetor qualquer ou 2

Podemos primeiramente calcular o
momento da forca F em torno do ponto O
(ponto qualquer ao longo do eixo):

MO = FOAX

F

onde M é um vetor perpendicular ao plano formado entre r, e F com sentido de acordo
com a regra da mao direita. Se conhecemos o eixo OL, conhecemos 0 vetor unitario

Ug. que indica a direcdo de OL. Se aplicarmos o produto escalar entre I\_/fo e Ugy,
podemos obter o éangulo entre os dois vetores e, consequentemente, a projecao de

M, ao longo do eixo OL, dado por M.

onde,

Mo “ o, = |[Mo| - [toLl - cos 8

MO'HOLz Mo'COSG

Mo - cos(0) = Mg, | é a magnitude M, com direcdo ;.

Logo, Mg, = Mg " Ug, — Moy, = (FOA X F)) UL,

Produto Vetorial

E o vetor completo:

Produto Escalar

MOL = [(Hi X 1_:)) 'HOL] " o,

.
Mor, = Mo, - ugL,

Desta forma, a magnitude de F/TOL pode ser expressa por:

|MOL| = Mo' ﬁOL

|MOL| = (Fax X l—f) ‘oL,



1 ] k
MoL = [Fax Tay Tag|- [uoL,x1 + UoLy ) + UoLz k]
F, F, F,

y

|_MOL| = [(rA,x F, — Fpz” Fy)T+ (rA,z “Fy — Fax® FZ)T-I_ (rA,X ’ Fy —Tay* FX)E]

- - E
: [UOL,xl + UoLy ] + UoLz ]

Como A-
1

B=A-Bcos(®) , todos os produtos 1-j, 1-k j-1 J-k k-i, k-]
serdo nulos, e1:1= 7

|MOL| = uOL,X(FA,y ' Fz —Taz*® l:"y ) + uOL,y(rA,z ' Fx —Tax"® l:‘z ) + uOL,z(rA,x ' l:‘y — Ty Fx)

ou

UoLx UoLy UoLz
rA,x I'A,y rA,Z
Fy F, F,

Mgy, =

e m—

E a diregéo de [Mq, | é dada por: | Mg = Mg, = Mgy, * Top.

Onde Ty =Tpx 1+Tay ]+ Ta, Z € um vetor posi¢éo entre um ponto qualquer
ao longo do eixo OL e o ponto de aplicacao da forca F.

Exemplo 2.4
[F4 — 16 Hib. 132 ed.]
Adaptado

Determine a magnitude do momento que a forca F exerce em relacéo ao eixoy.

F = {~207+ 507 + 30k} N

Poa = {—41+2]— 3k} m

» MO:FOAXF

Mo “Uy = My - 1+ cos(x)

—

Mo'ﬁy=My




— O vetor unitario U, €7. Logo,

My = 1\71)0 ®—> vetor unitario do eixo

M, = (f; X F) U,

i j k Uyx Uyy Uygz
M, = |Tax Tay Taz|-U, = [fax Tay Taz
F, F, F, F, Fy F

Como uy =7j,uyy =uy, =0

0 1 0
My=|-4 2 -3=60+120
—20 50 30

M, = [M,| = 180N.m

O vetor ﬁy € dado por:

I\_/I)Y = My'ay
M, = 180}




2.5 Momento de um Binéario
Hibbeler 132 ed. Pg. 148

Beer 92 ed. Pg. 108

Meriam 72 ed. Pg. 50

Duas forcas F e —F , com mesmo médulo, linhas de acdo paralelas e sentidos
opostos formam um binario.

Notem que a soma vetorial das forgas é nula: YF=0

/

A rotagao de um volante Portanto, ndo ocorre tr_anslagéo ao Iongo de x
L e . ou y. No entanto, este binario tende a rotacionar o
© efeEo de um binario corpo. Podemos encontrar o valor do binario como a

F_ soma dos momentos gerados pelas duas forcas em
&‘;‘J F relacdo a qualquer ponto arbitrario, mesmo fora do
corpo.

M = (¥, x F) + (¥, x —F)
M= (% — ) XF

dentro

Ou, em termos do vetor posi¢cdo r entre os pontos A e B:

M=¢txF




Desta forma, podemos observar que 0 momento de um binério ou binario
depende apenas da forca e das distancias entre os pontos de aplicacdo das forcas.

Onde: M| =r-F-sin®

sinf = — d=r-sinB
r

“d” é distancia perpendicular entra as linhas de acao.

M| =F-d

O vetor M sera perpendicular ao plano
contendo os dois vetores forca e neste
exemplo possui sentido para dentro do
guadro.

Binario equivalente
Se dois binarios produzem um momento de mesma magnitude e direcéo, estes
séo ditos equivalentes.

M1 = Fl - b
MZ = FZ -a
Se M; = M, — binéarios equivalentes

Quanto menor a
distancia, mais forca €
exigida.




Representacdo de binéarios
Binarios sdo representados por vetores com um simbolo indicando a rotacao

do binério.

9 ; 5 2 \/1
2%/ /;%l $ . y
' l——“ - .
Y
2 %

Nota: Um momento binario ou simplesmente binario € um vetor que depende
apenas da distancia entre as forcas paralelas (mesma magnitude e sentidos
opostos) e causa 0 mesmo efeitao rotacional independente de onde o binario seja

aplicado no corpo rigido.

-F, o Em qualquer ponto deste corpo, 0 momento
resultante é:




Exemplo 2.5
[F4 — 19,Hib. 132 ed.]
Determine a resultante dos binarios atuando na viga

\’?

\

hoonr)

A[HJO'\]

A

(:J 02w

\
H00K)

3m l 2N

Zoomn)
\ 4
>|2

——

oo N

Exemplo 2.6
Beer 92 ed.
Sample prob. 3.6]

Determine as componentes do binario equivalente aos dois binarios.

Podemos resolver este problema de
maneira:

— Escalar: obtendo a distancia
perpendicular entre as for¢cas que formam
0s binarios.

— Vetorial: produto vetorial entre os
vetores posicdo e forca. (Sendo “d”
distancia perpendicular).

— Onde d é a distancia perpendicular.

X MR = Mygg + Mygo + M3q

Y Mg = (400 - 2)k + (=200 - 0,2)k + (=300 - 5)k

EMR = —740K [N - m]
(para dentro do plano)

l\—/[)rzl\—/l)l‘i'l\—/[)z

1\—/[)1 == Fl X F)l
M, = (0,45]) x (—150K)



i % 1\_/[)1 = _67,5 T
y 5’7.];‘ (ou resolve-se pelo determinante)

5 A
-F, =158 — o
M2 == ?2 X F2
o x M, = (0,225] — 0,3k) x (—1007)
AN
e M, = —22,5] X7+ 30k X 1
F=159 M, = —22,5(—K) + 30()

M, = [30] + 22,5k| N - m

7k )
M,=| o0 0225 —03|= —03--100j— (=100 -0,225k)
-100 0 0

O momento resultante
M, =M, +M, é
M, = [-67,51 + 307 + 22,5k| N - m

— Andlise fisicamente de acordo com a regra da méo direita




2.6 Reducao de um sistema de forcas e um binario
Hibbeler 132 ed. Pg. 161

Beer 52 ed. Pg. 123

Meriam 72 ed. Pg.88

E possivel reduzir ou simplificar um dado sistema de for¢as em um corpo rigido
sem alterar os efeitos externos em um dado ponto do corpo rigido.

Podemos  construir um  sistema
equivalente de forca e binario atuando apenas
no ponto “O”, de tal maneira que os efeitos de
translacdo e rotacdo no ponto “O” sejam
idénticos ao efeito com o sistema original de
forcas e binarios,

Fr,o - i=1F

M — vnf nb 77
Mr,o - 4i=1 lV[o + Zi:lM

Sistema equivalente de for¢a e binario
no ponto O.

onde Z?zfl M, é o somatério vetorial dos momentos gerados pelas “nf" forcas em

torno do ponto “O”: | M =7 xF e Y Mé a soma vetorial dos momentos dos
binarios.

Note que temos uma equivaléncia Unica para cada
ponto do corpo rigido, pois os vetores posicdo 7 sdo
alterados.

Para oma &(ga ;E. 8PGV\&5:

R X
S '

SISTEMAS .
CQUIVALENTES €M 70"




Exemplo 2.7
Meriam 72 ed.
Sample prob 2/17
Determine um sistema equivalente de forcas e momentos no ponto “O”.

Os - =
\ 0 Fro = {1=f1F

M, = fl=f1 M, + ZF=b1 M

= (-50 + 500 -300 +200) ]

» = {3507}N

Mo = (0,57 + 0,35k)x(=507) + (0 )x(500) + (—0,5Dx +
(—0,35k)x(—300))

M., = (17,51 — 25k) + (—100Kk) + (—1057)

M,, = [-87,5T— 125K] N.m

Se quiséssemos um sistema equivalente ao ponto “O” com apenas uma forca
resultante, devemos garantir que essa forga, com vetor posicdo T, exerca um

momento 1\_/[)1,,0 = —87,51 — 125k em torno do ponto “O”.

—87,51 — 125k = (xI + yj + zK)x (350])

—87,51 — 125k = (350xKk) + (—3502)



Logo, —87,5 = 350x e —125 = —350z

x = —0,357m

z = 0,250m

r

{~0,3571 + 0,250k} m

Exemplo 2.8
[F4 — 29,Hib. 132 ed.]
Determine o sistema equivalente forca-binario no ponto “0”.

3T+ 150) + 200RIN

1l

L+ F,

N
Fr,o -

Fro = {—3007 + 150f — 250k}N

MM — \v'nc nb 771:
Mr,o - 4ij=1 Mi,o + Zi:l Mi

M, = (=1,57 + 2j + k)x (3007 + 150§ — 250K) + (2] + K)x (—450Kk)
ou

_ i 7k
Mio=1]-15 2 1 {10
—-300 150 200| |o

o N —
NN
U_lb—\Wl

0

M., = [4007 — 3007 — 225k + 600k — 1507 + 300j] — 9007

M., = {—6507 + 375k} N.m




Exemplo 2.9
Determine o sistema equivalente forca-binario no ponto “A”.

Solicitacdes atuantes

F,o = —201 [KN]

Precisamos determinar o vetor
unitério ao longo de F,, .

Ugo = — 0,94877 + 0,3122k

Fuo= Fao - Ugo = 40 - [~0,9487i + 0,3122K]

F,0 = {—37,9471 + 12,649k} kN

Momento binario no ponto C: M35 possui apenas dire¢cdo em z, com sentido
anti-horario, ou negativo segundo 0 eixo z. Logo,

M,s = —35k [kN.m]

— Forga Resultante no ponto A:

_F)r,A = l—:)zo + _1340
Foa = —207 + (—37,95] + 12,65K)

Fpa = {—20 + —37,95] + 12,65k} kN

— Momento Resultante no ponto A: I\_/fRA

Mg a = M35 +I(F1X on)l+l(F2X F40).

Momento provocado Momento provocado
pela forga de 20 kN pela forca de 40 kN




Onde t; e I, sd0 0s vetores posicao entre o ponto de analise A e os pontos de
aplicacao das forcas. Logo:

- -

— —

_ ~ i 7 kK i 7 Kk
Mra=(-35K)+| 0 o0 -1|*|-2 3 -1
—20 0 0 0 —37,95 12,65

Mg 4 = (—35K) + (20)) + [37,951 + 75,895k — 37,951 + 25,298]

Mg = {45,307 + 40,90k} kN.m




3. Equilibrio de Corpos Rigidos
Beer 32 ed. Pg.215

Hibbeler 132 ed. Pg.199

Meriam 72 ed. Pg. 109

Vimos anteriormente que um corpo rigido submetido a uma série de forcas e
momentos de binario podem ser reduzidos a apenas uma forca concentrada Fr e um
binario Mo em torno de um ponto O.

iy

"
o A | =N

1% |
» OO

Fr — 4i=1 Fl

—

M, = XM (% xF) + I M;

As condicdes necessarias e suficientes para o equilibrio de um corpo rigido séo
obtidas ao impor que:

—

Fr=0 l\—/I)r,o:0

Onde o ponto O pode ser tomado como qualquer ponto na estrutura. Logo,

YF=0 YM=0

Decompondo cada forga e momento em termos das componentes cartesianas,
temos:

Zﬁx=0 ZI\_/I)XZO
YF, =0 Y M, =0
YF,=0 YM,=0

Notem que estamos assumindo forcas e momentos em corpos rigidos, ou seja,
eles permanecem rigidos e ndo se deformam ao serem submetidos a carregamentos.
Na pratica, para alguns materiais a deformacdo deve ser levada em consideragéo,
pois:

e Variacao na direcao das forcas
e Variacao dos vetores posicao




Para materiais rigidos (aco, concreto), os niveis de deformacdo sao baixos e
podemos desconsiderar esses dois efeitos.

Para aplicar as equacfes de equilibrio, devemos primeiramente identificar as
forcas que agem no corpo. Fazemos isso através do Diagrama de Corpo Livre (DCL),
onde isolamos o corpo e posicionamos as forgas externas (aplicadas e reativas) e os
momentos externos.

o}
C
oL a m

Realizar o DCL de um corpo é de fundamental
importancia para a resolucéo de problemas em
Mecénica.

3.1 Reacdes nos Vinculos em 2D

Vinculos sdo elementos que impedem o deslocamento de um ponto em um
elemento estrutural. Os vinculos ou apoios séo utilizados para conectar a estrutura do
solo ou a outros corpos, restringindo, assim, seus movimentos sob a agao de forgas.

As cargas tendem a mover a estrutura, mas os apoios impedem 0s movimentos
exercendo forcas opostas ou reag6es, mantendo assim as estruturas em equilibrio.

Um apoio que impede a translacdo de uma estrutura em determinada direcao
exerce uma forca de reacdo sobre a estrutura nesta direcdo. Do mesmo modo, um
apoio que impede a rotacdo da estrutura exerce um momento de reacdo sobre o
mesmo eixo.

Imagine esta lapiseira, podendo estar:

e apoiada: apenas reacao de forca vertical,

e articulada ou rotulada (por pinos), onde pode rotacionar livremente, mas possuli
reacoes de forca horizontal e vertical;

e engastada-livre: reacdes horizontais e verticais de forca e reacdo de momento,
pois a rotacao é impedida.

Os tipos de apoios ou vinculos normalmente utilizados em estruturas planas
serdo ilustrados a seguir.

Rolete, superficie lisa ou pino deslizante
Este € um vinculo também chamado de articulado movel, pois permite o giro,
assim como o deslocamento em uma direcao.

y 4
___} Apoio simples ou de 1° género

Iz




Aplicado em pontes rodoviarias, porticos, etc.

Sem liberagéo de translagéo horizontal, tensdes sdo adicionadas. Com os
apoios moveis, as dilatacdes ndo influenciam os pilares.

Simbolos ou Representacao:

E ou E ou
Aoy ey ﬁ?

Articulacdao, rotula ou pino

O vinculo que permite apenas 0 giro ou rotacdo relativa e impede os 2
movimentos de translagéo e denominado vinculo articulado fixo.

Aplicacoes:

e Conexao viga-viga

ViGA
PRI NCPAL ,
A
| <
_ a8
viga pncipa | {Cfvﬂamira N \
(e ek ek
[ L 5 HECOMDAR:A

e Conexao pilar-viga:

= =

} - ™ Rolete de ago: impede as
translagdes em x e emyy,
mas libera a rotagédo no

plano (x,y)




e Simbolos ou Representacéo:

Engastamento ou apoio fixo (rebitada, parafusada, soldada, etc)

O engastamento perfeito leva a restricdo de todos os graus de liberdade da
estrutura no vinculo.

Para produzir uma condi¢cdo de engastamento na base de uma coluna de aco,
0 projetista deve especificar uma placa base de aco grossa, reforcada por parafusos
de ancoragem fortemente tensionados.

para Su 508 4de
antoragern

Observacao: se somente a alma
do perfil | estivesse fixa, a rotacao
estaria liberada.

Vista superior da ligagao:

— Os parafusos de ancoragem das mesas do perfil garantem o impedimento
da rotacéo.

Outras alternativas: soldagem ou aterramento

Também chamado de
apoio de 3° género.




-> Simbolos ou Representacéo:

= _}
AW

a Mo

- Reacgbes com 3 Incognitas

Membro fixo deslizante sobre haste lisa

direcéo de
Eixo no qual o movimento de

_ movimentacéo
¢ ” . :
. translacéo esta impedido

haste "lisa", sem
atrito e fixa nas
extremidades

—
™M — momento reativo devido ao impedimento
ou restricéo de rotacéo

Cabos ou hastes

N
N

7777

- Reacéo na dire¢cdo do cabo com uma incognita, sendo R com linha de agéo

conhecida.

Exemplos de DCL
[Meriam 72 ed. Pg. 188]

e Trelica plana

Tl

- S RB‘A
A
T\QS\ "&‘ TKAT Rﬁ')!

Os sentidos das reacfes na trelica sdo arbitrarios




e Viga engastada

e Bloco apoiado

Superficie IisaeA ~. Superficie rugosa Rox
-.._\..}m ﬁ -
By :
T T %x\.\\‘\ RB‘
® Ray

3.2 Tipos de estrutura
Existem 3 tipos de estrutura quanto ao niamero de reagdes

Isoestética
Quando o numero de reacfes é igual ao numero de equacdes de equilibrio
(problema estaticamente determinado).

R »—  3reagles e 3 equacdes de equilibrio

(X My, X Fx, X Fy)

P“i Podemos determinar estas equacodes!

Hipoestatica

Quando o numero de reacdes é menor que o numero de equacgdes de equilibrio.
Neste caso, s6 ha impedimento de movimento vertical, a viga esta livre para mover-
se horizontalmente. Logo, sé ocorrera equilivrio se Fx = 0.

)'1\ 3
—1 % 2 reacbes e 3 equacdes de
3 equilibrio



Hiperestatica

Quando o numero de reacdes é maior que o numero de equacdes de equilibrio.
Neste caso, ndo € possivel determinar as reacdes apenas com as 3 equacdes de
equilibrio. Chamamos este problema de estaticamente indeterminado.

E possivel resolver estes problemas utilizando
equacOes adicionais de deformacao/deflexao e inclinacao,
como sera visto em Resisténcia dos Materiais.

PRey

Exemplo 3.1
[Ex. 2.1, Arcanjo]
Calcule as reacdes nos apoios da viga simplesmente apoiada.

100N
k! ‘ - - -
&0%“\ ‘l’ \'/ con Realizamos, primeiramente, o DCL da
A {\_( - | B viga AB, isolando-a e identificando as forcas
“os .05m )J ,Sjlm agindo sobre ela.
0,5

Note que em B temos somente Rg,, (restricéo de
movimento na direcdo vertical), pois a viga pode girar e
transladar totalmente em B. O mesmo aconteceria caso
0 ponto B da viga estivesse apoiado em uma superficie
sem atrito.

Este é um problema estaticamente determinado, pois é uma viga isostatica: 3
reacoes.

Aplicando as equacdes de equilibrio:

YFx =0 Rax= 0

N&o existe for¢a horizontal para ocorrer alguma resisténcia.

XFy =

(+MHXF, =0
Ray — 100 — 160 + Rp, = 0

RAy + RBy = 260

Uma equacéo e duas variaveis!

Devemos realizar o somatdrio de momentos em torno de um ponto especifico,



de preferéncia o ponto com maior niumero de reacdes ou forcas.

U+YMa= 0

200 +100-1+160-1,5—Rg,-2=0

RBy = 270 N

Substituindo Rgy, em (1): Rpy = —10N

Obs.: Qual o significado do sinal negativo? Indica que o sentido da for¢a atua
no sentido oposto ao estabelecido.

Método para checar o resultado
U+YMg =0
+RAy-2+200—100-1,0—160-0,5=O
—20+200—-100—-80=0
Ok!

Exemplo 3.2
[Ex.5.7, Hibbeler 132 ed. ]
Determine as componentes da reagéo no ponto A

DCcL

Re
& i g™
. 1 05 A 3?J r_\_\}éb a“"\}
\ - » > X oo Qg'*
’%ﬁ” . .
/ 3N ' g > ‘Q
\/\\ \L Yon. 0 M%J Qort-m
oA F\/
Gon) 60onJ

Aplicando as equaces de equilibrio:
- +YF, =0 ~ —sen30°-Rg + Ry, =0 (D)
+TYF, =0 ~ —cos30°-Rg + Ry, — 60 =0 (1)

+UYM, =0 +R5-0,75—1-60—90 =0

Rpy = 200 N

Problema estaticamente determinado.

- Substituindo Rg, em (I):

—sen 30° - 200 + Ryx = 0 Rp, = 100 N




—> Substituindo Rg, em (ll):

—¢0s30°-200 + Rpy —60 =0

Ray = 233N

Exemplo 3.3
[Ex. 3.4, Meriam 72 ed. ]

Determine a magnitude da tra¢éo no cabo e da forca no pino A. Considere uma
viga com massa de 95 kg por metro de comprimento.

DCL.
T DCL da viga AB: sempre
A & recomenda-vel realizar o
Qt 25" Rox A 2 DLC do membro sujeito
b o) 1 B aos carregamentos exter-
| nos!
<_.'r*. Ry V' F
lown =
M. ,‘
P = (95,5).9,81
P = 4659,8N

- +YF, =0 ~ —cos25°. T+ Ry, =0 (D)
+TYF, =0 . sen25°-T+ Rpy, —10 —4,6598 = 0 (1)
10U YMp =0 = Rpy +sen25°.T — 10 —4,6598 = 0

T=22,08N

Ponto com mais incégnitas

- A forga total atuando no pino é:

- ﬁn |Ra | = /202 + 5,32 = 20,71 N
Ray i

— Substituindo T em (1) e (II):

R

(5/

N

f"l-..-

Ry = 533N
Ry = 20,0 N




Exemplo 3.4
Calcule as reacdes nos apoios da viga:

OCL. BC

Este é um problema de articulagdo, onde devemos fazer o DLC de cada corpo e
colocar as forcas no pino articulado. Por acdo e reacao as forcas devem atuar em
sentidos opostos, pois ndo ha forca externa em B.

— Barra AB

+UYMg =0~ —Rp,.3+15.1=0

Ray = 5KN

+1YF, =0 =~ Rpy—15+ Rgy =0

Rgy = 10 KN

> +3F, =0 = —Rp, + Rax = 0 (1)

Substituindo Rg, em (II),

Ry = —13,3 KN

— Barra BC

+1YF; =0 + —Rgy+ Rgy =0

Rcy = 10 KN

Logo, substituindo Ry, em (I).

Rey = —13,3KN

> +YF, =0  Rgy—Rey =0

Rp, = —13,3KN




3.3 Membros de duas forcas

Um caso muito comum, na pratica sdo corpos rigidos submetidos a (apenas) 2

forcas. Neste caso, para satisfazer as equacdes de equilibrio (ZF = 0) e (ZMB = 0)
as duas forcas devem ter o mesmo modulo, direcdo ou linha de acdo e sentidos
opostos.

R Observe que no exemplo anterior a for(;a resultante
P . no ponto C: RC = RCX + Rcy € oposta a RB = RBX + RBy
-
“

Consequéncia das equacdes
de equilibrio!

Exemplo 3.5
[F5 — 4, Hibbeler 132 ed. ]
Determine as componentes da reagdo em A.

100M

E sempre recomendavel realizar o equilibrio dos momentos primeiro e em torno
do ponto com maior nimero de incognitas.

+OYM, =0

M, — 200(cos60°.3 + 1) — 200(cos60°.3 + 2) — 200(cos60°.3 + 3)
— sen30°.400. (cos60°. 3 + 3) — cos30°.400(sen60°.3) = 0
M, = 3900 N.m

- +YF; =0 = c0s30°.400+ Ry, =0
Rax = =346 N
+T YF, =0 = Rpy —3.200 —sen30°.400 =0
Ray = 800N




3.4 Reacdes nos vinculos em 3D

Para problemas em 3D devemos satisfazer as condi¢cdes de equilibrio nos 3 eixos
coordenados:

S Fx = 0 Y Mx = 0 z, =
y Pz
SFy =0 SMy = 0
-
YFz =0 YMz = 0 2 x M,

Portanto, os vinculos de uma estrutura devem ser analisados nas 3 dimensdes.

e Apoios esféricos, superficie lisa (sem atrito) e cabos impedem a translacdo em
apenas uma Unica direcao.

y ), c,zsbo awplado

f L 2 haste

I

|
———— X // P '_ - x
2 R Rr 4
/ T 4 ¢ ;
e Roletes sobre superficie lisa, rodas sobre trilho impedem a translacédo em 2
direcdes.

)

d y
AN LA) -~ Talh 20 Yovgp de X

]
(
& )
//Z ?R Y . S
2 / W 4 'T‘Rv

2 %

e Superficie rugosa e junta esférica ou roétula restringe as transalacdes nas 3
direcdes.




e Apoio fixo ou engastamento (restricdes de translagcdes e momento).

e Dobradicas e mancais: Restringem translacées e momentos dependendo da
configuracéo.

$m

Ry

(">
*Rt Rx

— Pode transladar e rotacionar sem resisténcia ao longo de x.

— Mancais de deslizamento com anel de bloqueio: visa bloquear o deslocamento
axial do eixo. Logo, possibilita apenas rotacionar ao longo do eixo x.

— Dobradicas seguem 0 mesmo principio.

Estabeleca as reacoes do exemplo a seguir:




Exemplo 3.6
Hibbeler 132 ed.
Exemplo 5.19
A haste AB esta sujeita a uma for¢ca de 200 N no ponto C. Determine as reacdes
da junta esférica A e as tensfes nos cabos BD e BE.

— Diagrama de corpo livre
(5 variaveis)

— Vista plano (x,z)




— Abordagem escalar:

(1) >* Y F,=0:Tp+Rax =0 (1) Ry = —100N
(2)+T X F, =0~ Ry, —200 =0 (2) Ray = 200N
B¢ XF,=0:~Tg+Ryz =0 . (3) Raz = =50N
(4)XMpy=0:05:200—2-Tg =0 (4) Tg = 50N
(5)XMpy=0-1-Tp—2-Tg =0 (5) Tp = 100N
(6)X My, =0:-200-1+2-Tp=0 _ (6) Tp = 100N

Verificacdo dos resultados no Ponto B
(7)ZMB,X =0 _2000,5+ 1.RAy +2-RAZ =0

— Abordagem vetorial:

ZMA=6

FABXTE +FAB XTO +F1X(_ZOOD = 6
FAB X (TEE + TDT) + ?1 X (_ZOOD = 6
(21 — 27 + 1K) x (Tgk + Tp1) + (11— 17 + 0,5k)x (—=200)) = 0

A A 4 I O SR
2 =2 1|ttt -1 o5/=
Tpb 0 Tg| |0 —-200 O
= [—2.Tgi + TpJ + 2Tpk — 2Tgj] + [-200Kk + 1001] .0
—2.T; +100 =0
Tp — 2T = 0
—2.Tp — 200 = 0



Exemplo 3.7
Hibbeler 132 ed.

Problema F5 — 12 .
Determine as componentes de reacdo que o mancal A e o cabo BC exercem

na haste.

— Abordagem escalar

(4) /4 XMy =0 My, —80.6 +
TCB'6=0

(D) vy XF=0:Ry =0
(DN XF,=0:0=0

B)+TXF,=0~R,;;—80 +Tcg =0 Tegp = 40N
(5) vt XM, =0 —80.(15) +

Substituindo Tcg na equacéo (3) Teg.3=0
Raz_80 +TCB =0
R,, =40N (6) +71 Z Ma,=0:~M,,=0

M,, = 240 N.m




— Abordagem Vetorial

Zﬁa = 6 oo [Ma,xE + Ma,zE] + [FAD X (—80 E)] + [FADX _'I—:CB] = 6

-

) - i 7 K i
Maxl + Mgk + -15 6 o|T]-3 6
0 0 —80 0 0

Mol + My K+ [~ 4807 —1207] + [6 TegT +3 Tegjl = 0

K
0

Logo, T~ My — 480+ 6Tcg =0

]~ =120+ 3Teg =0, Tcg =40 N
ke | My, =0 \

Substituindo na expressado1:
M,y — 480 + 6.40 = 0

M,y = 240 N.m

A somatéria dos momentos em torno do ponto B pode ser aplicada para a
verificacdo das reacdes encontradas.

Exemplo 3.8
Meriam 72 ed.
Exemplo 3.7
Considere uma estrutura suportada por uma junta esférica em A, por um cabo
CD no ponto D e um mancal sem atrito no eixo X no ponto B (desconsidere os
momentos em B). Determine a tracdo no cabo e as reagoes A.

Variaveis:

Tep = Tep-Ucep

G = I'cp

7 [Fepl

~ _ 25i-6/+2k

UcD = =5

= Tep25 - Tepb- . Tep2T

Tep = cD _ CD]_I_ cp-23
6,8 6,8 6,8




— Abordagem escalar:

Tcp.2,5

(1)x+ZFX=0.-.RAX+2+7 0
(2)+T2Fy=o.-.RAy—%+RBY =0
(3)‘/+ZFZ=0"'RAZ=%_RBZ=O

()Y May =0 - ngz 6 — ng". 3 —Rgz.6 =0
(5) XMy = 0 = (2).2,5 + Rpz.4,5 — % 3 =0

(4) e (5) TCD = 2,83 kN

Rg, = —0,417 kN

(D Rax = —3,04 kN

(3) | Ru, =-1,25kN

Tep. X

(6)ZMpz=0:~2.6— ~L22 6 +Rpy. 45 =0

_6.TCD - ~ . . -
Observe que Tep.y = [—=]) ndo gera momento aqui pois passa pelo eixo z.

(2) ~ | Ray=—-156kN

— Vista plano (y,z)

Vista auxiliar para os momentos em torno de x



— Vista plano (y,x)

b
1 2xn 1292
= J
Jeo TRw
S
om X d
R in‘“
\Yj\ N AN\ >
Rz © Ay

Vista auxiliar para os momentos em torno de z

— Abordagem vetorial
Podemos determinar o momento de Tcp em relacéo ao eixo que passa por A e

B. Desta forma, teremos apenas Tcp COmo incognita.

ZMAB =0

F = 2 kN e Tcp exercem momento

Gan = JAB _ 45T+6] Uag =0,6T+0,87
HaB = ITaB| 7,5 i~ : :
F1:6T+2,5k

Mcag = (T2 XTCD)- Uap

M ag = (1 X 21). Upp

UAB x uAB,y UAB,z

UaBx UaBy UaBz
YMpp=|T2x Ty Tz |4|Tix Ty Tz |=0
TCD,X TCD‘y TCD,Z 2 0 0
06 08 0| o6 08 0
Tcp.2,5 _TCD-6 Tcp.2 +(0 6 2,5 =0
6,8 6.8 6.8 2 0 0

2,5.T, 6.T,
@ _3.0, ( CD)] +08252=0 | Tep=283kN

[066(2'TCD) 0,8.3
P2 \76,8 02768 6.8



Agora podemos aplicar as equacdes de equilibrio 3D para determinarmos as
reacoes em A e em B.

[F1x20]+ [T, xTep ] + [Fagx Rg] = 0

—

i 7K i J k i Kk
0 6 25(*[.0 0 3 |+la5 6 0 |50
2 0 0 ss Teo gg-Teo o5-Tep| [0 Rpy —Rpy

e 12 . 75 . 15 > 18 R
[S)=127]+ [ 5 TepT— o5 - Ten) — 55 - Tep k= o5 Tep 1] +

+[~6Rp, T+ 4,5Rg, K+ 4,5Rg,]] = 0

- 12 18
1+—.Tecp ——.Tep —6Rg, =0
6.8 CD 6,8 CD Bz

T _%'TCD +5 + 4,5Rg, = 0

Rp, = —0,417 kN

~1

. 15 —
# =12 == Tep + 45Rgy =0

Rpy = 4,05 kN




4 Analise de estruturas

4.1 Analise de Trelicas Estaticamente
Determinadas

Trelica € uma estrutura reticulada - constituida por barras ou elementos
retilineos — conectados por juntas ou nés localizados nas extremidades de cada
elemento. Os elementos construtivos normalmente séo:

e Barras de madeira
e Barras de metal
e Dispositivos de ligacao

As juncgdes ou ligacdes entre os membros sdo usualmente formadas por:

e Rebites ou soldagem das extremidades dos membros em placas de ligagéo
(Gusset Plate)

e Ou simplesmente através de parafusos ou pinos conectados diretamente nas

e extremidades dos membros.

MonTavries barvas de coda

_li._ S j ' ; 7‘
T Lbav\"as ’J/ bastas de 1/‘ i .
dizorans¥  cordd) mieaor 0BG A
[banzo mieror]

Trelicas de cobertura/Telhado

Normalmente utilizadas como parte de estruturas de constru¢des industriais:
galpbes, hangares, etc.

O carregamento do telhado é transmitido a trelica através das ligagcdes com as
tercas. A forca transmitida engloba cargas permanentes e cargas acidentais ou
variaveis como vento, sismo, neve, sobre cargas adicionais — estimadas por norma.



Embora a maior parte das trelicas possam ser analisadas como trelicas planas
(em 2 dimensdes), existem sistemas como torres de transmissao e cupulas (dome)
trelicas que ndo podem ser tratados como problemas planos, devido a forma, arranjo
dos membros e aplicacao de carregamentos.

Trelicas de Ponte

Em pontes trelicadas, o carregamento principal é transmitido do piso ou
tabuleiro para as longarinas, que transmitem para as vigas de piso e, finalmente, para
as trelicas através das placas de ligacdes. Embora as trelicas sejam muito rigidas em
seu proprio plano, sdo muito flexiveis fora dele e precisdo ser reforcadas ou
contraventadas para terem estabilidade. Como s&o normalmente utilizadas em pares
ou espacadas lado a lado, é possivel conectar varias trelicas para formar uma
estrutura tipo caixa rigida.

viea Tromngoue~xea)




Andlise de Trelicas

Uma trelica estd completamente analisada quando a magnitude e o
comportamento (tragdo ou compressao) de todas as for¢as das barras e reacdes sao
determinadas.

e Célculo das reacdes: aplica-se as equacdes de equilibrio para a estrutura
inteira como corpo rigido;
e Célculo das forgas internas das barras: é baseada em 3 suposicées:

— As barras séo retas e s6 transmitem carga axial:

Essa suposicao também implica que desprezamos o peso da propria barra. Se
0 peso for significativo, podemos aproximar seu efeito aplicando metade dele como
uma carga concentrada nos nds em cada extremidade da barra.

— Os membros sdo conectados nos nds por pinos sem atrito:

Isto é, nenhum pode ser transferido entre a extremidade de uma barra e o no
no qual ela se conecta.

— As cargas séao aplicadas somente entre 0s nos.

TooesTs B
&
Re:"rﬁﬂ@d:m




As barras podem estra sob tragdo ou sob compressdo. Se a barra estad sob
tracdo, as focas axias nas suas extremidades atuam para fora e tendem a alongar a
barra. Caso esteja sob compresséo, as forgcas atuam para dentro e comprimem a
barra.

Estaticidade de Trelicas
Uma trelica, assim como qualquer estrutura, pode ser hipoestética, isoestatica
ou hiperestatica. As incognitas para a determinacéo da estaticidade séo:

e nr=numero de reacdes de apoio
e nb=numero de barras (nUmero de esfor¢des internos a determinar)
e n=namero de nds ou juntas

Compara-se (nr+nb) com 2.n onde (nr+nb) estd associado ao numero de
incognitas e (2.n) ao numero total de equacdes de equilibrio para todos os nés
(incluindo os noés de apoios). Observe que cada né nos da 2 equacdes de equilibrio
translacional: +— Y Fx =0 e +7T ) Fy = 0 para problemas planos. Podemos ter trés
casos:

e nr+Nb<2.n- Trelica hipoestatica*: instavel.
e nr+Nb=2.n- Trelica isoestatica**
e nr+Nb>2.n—Trelica hiperestatica**

-
¥
Observe neste caso que nr=3,nb=5en=4. No
/ \ entanto, como esta estrutura possui nos
,b,_ s C deslocaveis, € uma trelica hipoestética.
?eﬁj' T ﬁﬁ:,- Rﬂf

*Ou condi¢cdo ndo restringida, com nds deslocéaveis.
** Caso esteja em equilibrio estavel — restringida, com nés indeslocaveis.

— Métodos de obtencado de Esforcos Internos para Trelicas
e Método dos Noés
e Método das Secdes (Ritter)
e Meétodo de Cremona (ndo veremos)
e Métodos Numéricos (Método dos Elementos Finitos)



4.2 Método dos nés

Uma vez que a trelica esta em equilibrio estatico, as equacdes de equilibrio

YF=0e XM= 0) devem ser vélidas para a trelica interna e para qualquer né
separadamente.

B ?‘Aa ZF’K:Ol
A QC L A 7 ZF7=°
A o8 EB= T L

N\

7 1™ e R
4 pwor _ 46 ‘ eéc
B . %

a0,

Notem que a convencao do sentido de uma dada forca de ser mantida em uma
mesma barra (i.e Fp é tracdo no ponto A e B).

Casos especiais
Consequéncia das condi¢c8es de equilibrio.

— NO6 que interliga 4 barras, com duas retas que se interceptam:

CA FaL °
fro o A /o e
= 2 Fac = —Fac
AD

Fap = —Fap

P = _Fz




Exemplo 4.1
[Beer 132 ed. Pg.61]
Determine as forgas internas em cada membro da trelica.

DeL da kg

& <— R
J’ ")
84K
Rex
- Calculo das reac¢6es nos apoios:
_)+ Z FX = 0 o _RAX - RCX = 0 oo RAX = —4‘8 kN
+TXF, =0+ —84—Rpy=0 ~ Ray = 84 kN
+OYMy=0 ~84-3—Rex-(4+ 1,25) =0 -~ Rcx = 48 kN
- Balangonono C
i tana = —% a = 36,87°
¥es .* ¥ea
:\l‘_‘:‘ |'I —)+ZFX=O oS —SinO(-FCB—RCX=0
b D E _ _—Rex
‘1* {E.._,R‘c# Fep = sinsin a Feg = —80
+TXF, =0 ~ cosa -Fcg +Fea =0
FCA = —Cosua - FCB
Fca = 64 kN

Para determinarmos a forga interna na barra BA, podemos realizar o balanco
na juncéo B ou A.



- Balango non6 B
B = 180° —36,9°— 903 = 53,13°

= (*2) y=12262°

vy 3
Bhra) *&r >t YF;,=0 ~ cosfP -Feg+cosy  Fga=0
[
_ _ cos B _
Fap = —Fes " 55y Fag = 52kN
Exemplo 4.2
[ F6 — 5Hibbeler 132 ed.]
Determine as forcas axiais de cada membro da trelica pelo método dos nés.
+TYFy =0
RG 3"" L i
71\5 YD o % Rg,—3=0 - Rgy = 4 kN
?\ \@z\n "u":'zm '-‘d. O'.
1.5 el 3
\ — . — —
\\ ol | “4Sm +(5 ZME O RAX 1,5 3,2 O
RAx A 8
Rax = 4 kN

Para conferir: +O YM, =0 >t YFx =0~ Rgx+Rax =0

—3.2 — 1:5REX =0 REX = —4KkN
Rg, = — 4 kN
- Balangono C
-7 YFx =0
—Fcp —coscosa *Fecg =0 = Fep =0
— 0 . — cincing - _ Feg=0
+TYFy =0 —sinsina -Feg =0

a=1tg7 () =3687°



- Balango non6 D

‘_""- ¢3H;‘J .. FCD =0
<3 N > Fog = —3 kN
-'FE'&“ Il'I-w4I F-!'-b:ﬂ ou
FDE‘ FDB = 3 kN (C)

- Balango non6 A
+TYFy =0 =« Fap=0

T FFE‘ -7t ZFX =0 - FAB = _RAX i FAB = —4 kN
_7&"_1—'"—} Fag = 4 KN (compressio)

Ras Tog

- Balangconono B
-t YFx =0

cosa *Fgc—Fga —cosa *Fgg =0
L 2 i Fpa __ (-4
E " .,; al cos o cos (36,97°)
Fon Fge = 5 kN (tragdo)

Fae ffw

Exemplo 4.3
Meriam 72 ed.
Exemplo 4.1 ]
Determine a forga axial em cada membro da trelica pelo método dos nos.
Primeiramente, desenhamos o DCL da trelica e determinamos as rea¢des nos
apoios através das condi¢des de equilibrio.

->tYFx =0
~ Rgx +coscos30° - T=0

+TYFy =0
#=30—20+Rgy +30°-T=0

~30-104+20-5-5T=0

T =80 kN




- Balangonond A

Substituindo (T) em (1) ~ |Rgx = 59,28 kN

,*" 1 Fag, Cacbricivio)

L

h 6 1
‘; ] a:'ﬁ.; ~ Substituindo (T) em (2) .| Rgy = 10 kN

3060

+1YFy =0 —30+sin60° - Fog = 0

FAB = 34‘,64‘ kN

>t ZFX =0 .. 4+ cos 60° 'FAB +FAC =0

Fac = — cos 60° - 34,64

Fac = 17,32 kN

- Balanco no no6 B (ndo ha forga externa)
+TYFy =0

0 = —c0s30° - Fpg30° — c0s30° - Fgc =0

FBC = _34,64 kN

->TYFx =0
—sen30° - FAB + sin 30° - FBC + FBD =0
Fpp = 34,64 kN
- Balangonon6 C
+TYFy =0

sin 60° - FCB + sin 60° - FCD —-20=0
1':.'[?

2 6o 20-Y2. (3460
e T_ Fep =
2
‘I’Eunu

FCO == 57,73 kN

)




->*YFx =0
_FCA —cos 60° - FCB + cos 60° - FCD + FCE =0

FCE = —63,51 kN

- Balangconon6é E

R{\ Foe +1 YFy = 0 - Rgy +sin 60° - Fpg = 0
o
T \"ite Fﬁﬂ"" P —Rgy
DE — . ~no
‘fu: sin 60

FDE == —11,55 kN

4.3 Método das secdes
Hib.132 ed. Pg.304

Beer 132 ed. Pg.280

Mer.132 ed. Pg.188

O método dos nés é mais eficiente quando as forgas internas em todos os
membros devem ser calculadas.

Caso apenas uma ou poucas barras necessitem ser analisadas, ou quando as
direcGes sdo obliquas e o numero de barras por conexao € muito alto, 0 método das
secoes se torna mais eficiente.

Este método € baseado no principio que tanto a trelica como um todo esta em
equilibrio estatico (n&o translada nem rotacional), quanto qualquer por¢do da mesma.

Por exemplo, nesta trelica, para determinarmos Fgp, deveriamos realizar pelo
menos trés balanc¢os de nos.

a3

A [/
—>7%
RN
Pelo método das sec¢des podemos tracar a secdo passando pela barra que

estamos interessados e aplicar as condi¢des de equilibrio ), F=0eYM=0no corpo
segmentado.
e A somatoria dos momentos em torno do ponto B leva a determinacéo direta de
Fer.
e A soma das forcas verticais permite a determinacao direta de Fgr




Mostre como calcular diretamente:

FBF -+ 0 ZME
FBF - +7 ZFy

FBC - +0 ZMF

Exemplo 4.4
[F6 — 10, Hib. 132 ed.]
Determine as forcas nos membros EF, CF e BC

Célculo das reacbes

—300-6—300-12+Rpy-18 =0

RDY = 300N

+1YFy =0
—300 - 300 + RAY + RDY = O

Ray = 300 N

Poderiamos ter chegado na mesma conclusao
por causa da simetria carregamento/geometria.

— Secao a-a

RDY.6+FFE. (Sin30°'6) =0

+1YF, =0

sin(60°) . Fyc + sin 30°. Fgg — 300 + Ryy = 0

FFC = 34‘6,4‘1 N (T)




-t YF, =0
_FBC —cos 60° - FFC —cos 30° - FFE =0

Fgc = 346,41 N (T)

— Verificagdo dos resultados

sin 60°. Fpc.6 +300.6 =0

FBC = 34‘6,4‘1 N (T)

—Fpc-h—300-3+Rpy-9=0

—Fgc - (3-tan60°) —300-3 +300:-9=0

Fpc = 346,41 N (T)

Exemplo 4.5
[ Meriam 72 ed. P4/33]
Determine a forca interna da barra BE.

Calculo das reacdes

>t YF,=0:64+5+4—Rp =0

Rax = 15 kN

+O XMy =0:Rg'3-4:2-5:4—6:6=0

Rey = 21,33 kN

Ray = —21,33kN

“slb=1m
~|B = 63,4°

tana =
tana =

o =63,

Wl o
oiINT N

tan 3 =




— Secao a-a
Devemos buscar equagfes de equilibrio que cancelem o maior nimero possivel
de incognitas. Duas op¢des onde temos uma equagao e apenas uma variavel sao:

— Opcéo 1
(+U X Mg = 0 - Fgg)

+QZMB:0'.'FFE,y.Z_RAX.2+RGy_3:0

(sina-Fpg) 2 —15-2+421,33:3=0

FBE = —19 kN

-t YFy=0~—Rax+4+cosPB-Fgg—cosa.Fpg =0

FBE = 5,6 kN (T)

— Opcéo 2
(+O X Mp = 0 - Fg()

+GZMD:O'.'4.4_RAX'6+REy'3+FBE,y'O+FBE,X'4:O

16 —15-6+21,33-3 + (cosB-Fgg) -4 =0

FBE = 5,6 kN (T)

— Caso fosse necessario
(+U X Mg =0 - Fpc)

+O X Mg =0 —Fpc-1—Rpy-1+Rg2=0

Fgc = 27,66 kN




Exemplo 4.6
[Beer 92 ed. Pg.47]
Determine as forgas nos membros CF, EF e EG.

) o 0,

) .

o | IS //\\Z

Non o R

l
T“oam i 08 | °,8v"\ osm 0B o.em 4\
Ruey

— Célculo das reacdes

+U T M =0

2:08+2-1,6+3(24) +4-(32)+4-(40)+2(48) —Rpy - (48) =0

Ray = 10,5 kN

+ONM, =

~4-(0,8) —4-(1,6) =3+ (24) —2-(3,2) — 2" (40) — 1+ (48) + Ry, (48) = 0

RKy = 7,5 kN

— Verificando as reacgdes: +O ZFy =0
—2-4-4-3-2-2-1+Rp, +Rg, =0

Ray + Ry = 18 kN




— Secao a-a

PANY BN
e e
o = tan (—)

e )
|

; 0,4
Ok J' /Ner
s oL
Ra7

> F a = 63,43°

| Ter
N\

To.em ‘0 B ' o8kn
i

+O XM =0~ Fep- (0,4) +4-(0,8) + 2 (1,6) —Ray - (1,6) = 0

Fep = 26 kN

+O XMy =0 —Fgg - (0,4) +4-(0,8) +4-(1,6) +2-(24) =Ry, - (24) = 0

Fep = —27 kN

+TYF, =0:~Rpy—2—-4—4—cosa Fgg =0

o 105-10
EF ™ c0s(63,43°)
FEF = 1,12 kN

— Verificacao:

_)+ZFX:0"' FEG+SinOL'FEF+FCF=O
—27 +sina-1,12+ 26 =0
—27+1+26=0
0=0

4.4 Estruturas e Maquinas
Meriam 72 ed. Pg. 204
Beer 32 ed. Pg. 404

Vimos que uma trelica se caracteriza por um conjunto de barras conectadas
por nos nas extremidades de cada elemento e forgas aplicadas somente nos nés. Uma
estrutura possui pelo menos um membro que suporta mais de uma forga.

e Estruturas: S&o designadas para suportar carregamentos e sdo normalmente
fixas em algumas posicdes (Meriam, p204).
e MAaquinas: Sao estruturas que contém partes moveis e sdo designadas a
transmitir forcas ou binarios. Exemplo: Guindaste.
Como nesses dois casos nds temos membros com mais de duas for¢as, nao
podemos analisa-los pelos dois métodos vistos em trelicas, pois V(x) e M(x) ocorrem.
Ja& estudamos o equilibrio de corpos rigidos, onde analisamos um Unico corpo.
Nessa secédo, analisaremos um conjunto de corpos rigidos interconectados.




As forcas atuando em cada membro sdo encontradas ao isolar o membro e ao
impor as equacdes de equilibrio no DCL do mesmo.

O DCL do guindaste inteiro é:

3 variaveis e 3 equacoes

—ﬁ“ de equilibrio
P¥ noplano, (» +XFy, T +XF,, U

+YM).

e Podemos encontrar todas as
forcas aplicando as equacdes de
F equilibrio em cada membro.

Exemplo 4.7
Beer 32 ed.

Exemplo 6.5
Determine as for¢cas agindo em cada uma das barras

- Estrutura inteira

O+ZMA=0 T+2Fy=0
—2,4 3,6+ REy'4,8 = 0 RAY+ REY—2,4 = 0
REY = 1,8kN (T) RAY = 0,6kN (T)
iZFyzo.. RAX=O

3 variaveis e 3
equacoes de equilibrio!



Barra BF

R
N Rax.

LA

B b —

Rpx ﬂa}

— Na barra BF

—Rpy24 —24:36=0

RDY = —3,6kN

- +YF;=0 ~Rgx—Rpx =0

— Na barra CA

_RBX.2'7+ RAX.5'4=O

RBX=O

Rex =0

— Na barra CE

RDy'a'l' RDX'217+REY'478:0

Rpy 24+ 1,8-48=0

RDY == —3,6kN

RCY == 1,8kN

Barra CE Barra CA

T+¥F, =0
—Rcy — Ry + Ray =0

RCY = —(—1,2) + 0,6

RCY = 1,8kN

tﬂfn

Rax



Exemplo 4.8
Meriam 72 ed.4/6
Sample Problem
Calcule as componentes horizontal e vertical de todas as for¢cas de todos os

membros
Roy A 2m 2m — Estrutura inteira:
W 5 .
Rox O+YMp =0+ Rax'5 —P-55=0

T UMR D AX )
15w ] m—)
0sw "1 | = 05 Rax = 4316,4N

= | - 0,0m)

4.'5«\ ] b € T +2Fy = 0 oo RDY - P = 0

r . Rpy = 3924 N
450 3 Y DY
: %ﬁ—) L]

A Rax “'P S 4YF,=0. | Rpx=—43164N

RFX = 3924 N e RFY = 3924 N
— Na barra CF
T+3F, =0 O +YM¢ =0
RCY+REY_Fy=0 REy'3—Fy'5=O
RCY = —2616 N REY = 6540N

Ainda néo é possivel determinar Rcx € Rex.



— Na barra BE

Esta € uma barra especial, com somente duas forgas nas extremidades,
onde as for¢as devem se anular. Logo Rg = —RB

Rey
Rex  tana=-EY . tana= 6540 —
REx 1,5
=t -1’ 1 5
a = tan 3
REX = 13080 N
Rﬂ’ Rgx = 13080 N Rgy = 6540 N
Da barra CF, temos que R¢x = P — Rgx
Logo: —
Rex = —9156 N
— Na barra
fars, 2l B
L
Rey Rec
Ray I
Rex
far. A
50"305 e 0

bactas CF e AD

2646N w/ J



Exemplo 4.9
[ Hibbeler 132 ed. Pg. 73]
Determine as reacdes nos suportes

— Estrutura inteira

\ ASKN
MA \ %
\| A o & F =
6..\ s O+YMy =0
\
N 'l‘%‘ —M, —15-8+410-Rpy + 18 - Rpy = 0
QAj\ (e o/ | 6w RF‘, A bY FY
- —
— —(— — . . .0 =
\’Zm (—45)—-15-8+4+10:-75+18:-0=0
~0=0
—  Na barra EF
—> S +YMg = 0 ~ +YF, = 0 T +3F, =0
n'EyE F,- pr'6=0
Rgy =0 Row = 0
RFY:O EX
oy &
— Na barra BE
U 4+YMp = 0 T+YF, =0

RDY4_152:0 _RBY_15+RDY+ REY:()

RDY = 7,5 kN RBY = —7,5 kN
- +YF, =0 Rpx = Rgx =0
M A B
;-M::}éh’ — Na barra AB
l I Tﬂa’ O+YXM,=0 T+XYF, =0 - +YF, =0
RBy'6—MA =0 RAY+RBY=O

RAY = 7,5 kN RAX =0 MA = —45kN'm




5 Diagrama de forcas axiais, cortante e de momentos
(Hibbeler, Arcanjo)

As vigas representam um dos elementos mais comuns encontrados em

estruturas.
Séo elementos projetados para suportar carregamentos transversais ou
perpendiculares ao seu eixo longitudinal, mas suportam também cargas axiais.

1

& R

Trés tipos de esforgos internos podem ser desenvolvidos:

M(C )
e Esforco ou forga cortante V(x). Pe
e Momento fletor M(x). ¢_{§

e Carga axial P(x). VXY Vix)

Quando uma viga é carregada perpendicularmente ao seu eixo
longitudinal, esforgos internos na forma de uma forca cortante V(x) e M(x) sao
desenvolvidos (internamente) na viga e transmitidos aos apoios ou vinculos.

Caso exista alguma parcela de forca horizontal (paralela a viga), cargas axiais
sdo desenvolvidas e também transmitidas aos apoios. Se a for¢a axial P(x) € pequena
- situacao tipica para a maioria das vigas -, pode ser desprezada ao se projetar a peca.

Para projetar uma viga (secao/perfil e material), o projetista deve construir os
diagramas de esforcos internos [P(x), V(x) e M(x)] para determinar o local (ao longo
de x) e a magnitude dos valores maximos destes esforc¢os.

AN Pox) T 1 T2 f
P! I ‘// ! P S A, A 8 <
- -t —— / .- L- \\ | ;l ; L] a C
/ | SN N ' T F g
‘b e [, & T T = =T , 1
P T1 ""TZ = T5 h—r {
-Ta T2 | LS |

Existem casos onde é simples observar onde os esfor¢cos internos sao
méaximos. No exemplo a esquerda temos uma barra carregada axialmente onde P(x)
é constante ao longo de x. A direita, um eixo submetido & torques (momentos
concentrados), onde o trecho BC possui um torque interno maximo constante.



No entanto para a maior parte das estruturas, a determinagdo dos “pontos
criticos” ou mais solicitados internamente exige a avaliacdo das funcdes os esforcos
internos.

Nota:
e W(x): carregamento distribuido
1 (weight) triangularmente.
M M;: momento binério ou momento
o | concentrado.

AW HOR

Neste caso, que apresenta apenas V(x) e M(x), onde os esfor¢os internos sao
maximos?

Para se responder a esta pergunta devemos construir diagramas ou graficos
com as expressfes P(x), V(x) e M(x) ao longo de todo o comprimento L da viga.
Assim, podemos encontrar o(s) ponto(s) de maximo(s) ou ponto(s) critico(s) onde P4,
Vinax € Mpsx S0 desenvolvidos.

Com essas informacoes, o projetista pode dimensionar a viga, escolhendo um
perfil e material adequado, conforme recomendacdes definidas por norma, ou definir
onde a viga deve ser reforcada ou como dimensionar varias secdes transversais ao
longo de seu comprimento.

Na pratica, para a maior parte das vigas, o dimensionamento € dado pela
magnitude do maximo momento: M,,.x. A h&o ser que:

e Se analise vigas “stubby” (curta e grossa) com relagdo ao seu
comprimento e, ou;
e solicitadas com altas cargas proximas aos apoios.

Nestas situagdes, o cisalhnamento gerado pelo esfor¢o cortante pode ser o fator
dominante de projeto.

Existem 2 métodos para a construcdo dos diagramas:

WI(K)

a) Método das se¢bes ou método direto.

e Baseado nas equac0des de equilibrio estatico.
b) Método do somatoério.

e Baseado nas reagdes infinitesimais entre os esforgos internos e entre
V(x) e W(x).

5.1 Método das secOes ou metodo direto

O método das secdes consiste na aplicacdo das equacdes de equilibrio no
plano (x,y): = ZF, = 0; T ZF, = 0; U M,y = 0, para cada se¢ao da viga. As secoes de
uma viga séo caracterizadas por descontinuidades de carregamentos: aplicados ou
reativos e extremidade geométrica de um elemento.

Por descontinuidade temos:

e Inicio ou término de um carregamento distribuido W(x)
Forga concentrada (aplicada/ativa)
Momento concentrado ou momento binario (aplicado/ativo)
Forgca ou momento reativo, devido aos apoios
Extremidades da geometria ao longo de x




Assim, as funcdes ou expressbes dos esforcos internos P(x), V(x) e M(x)
devem ser determinadas para cada regiao ou secéo da viga - definidas anteriormente,

entre as descontinuidades.

, Wy(R) -
'6‘ I B ] M"I. ¢ 4
L] ik D ‘. G'
1 ¢ . LN | . [ +RGN
&= F 8w

No exemplo acima temos 6 regides ou sec¢des: AB, BC, CD, DE, EF e FG, onde
em cada regido os esforcos sédo descritos por fungdes independentes. Logo, faremos

um total de 6 andalises.

Para a regido AB:

I LHES) ¥y
' Mg Mag My .
A | ) B cC DO & G Rox
=ik G
12X - i B &K E P&
v I'-d——— ,rRD\} ¢E6\j °
I——%O« 2 s ey LO<?(«\<4m| Maneira mais facil.

Outro caminho para calcular esta
parte do trecho AB é fazendo x,
variando entre 0 e 4 m, mas
sendo valido somente entre 3 e 4

3m <X?.\<Zt~rﬂ| —

Para a regidao BC:

Fazemos um corte e
isolamos ou o lado
esquerdo (mais facil) ou o
lado direito da viga.

A coordenada x; que
descreve a fungdo na
secdo (entre Ae B,ouB
e A) é arbitraria.

Como resultado teremos
Pag(x),

Vag (x1), Mag(xq)-

: w(X) .
A B ec & B 13
@ G&L — o
L&.} Vec Vec - I \-&;\ -{E ¥ J\Aﬁ
"_'ﬁ"'_": | ﬁpy ¢RG")'

No caso de uma sec¢do contendo um carregamento distribuido triangular,

observe que, ao tracar uma secédo entre os pontos B e C, o lado esquerdo mantém
um carregamento distribuido triangular com altura W;(x) (menor ou igual a W(x)),
enquanto o trecho seccionado da direita (mais trabalhoso) mantém um carregamento
distribuido trapezoidal.

Se fizermos as analises de ambos os lados, chegamos a expressdes
Pgc (%), Vgc(X) € Mpc(x) distintas. No entanto estas expressdes, quando plotadas nos



diagramas com as coordenadas adequadas (x; ou x,), apresentardo 0S menores
valores.

Observe que W, (x) pode ser escrito em termos de W(x) e a coordenada que
define a secdo, x5, através de semelhanca de triangulos:

WK
’bl).(-;() /l’llt =l

A 8 ikl WA wl) L k) = WK Xs
ﬂ‘ff}:c: R S > - 2
X2 1 — & -
| ‘ ¢+ 2 ' |O<X—3 < 3“’1' para este Q)(err?\:)
8 ” \Co

Procedimento de analise:

e Célculo das reacdes nos apoios: aplicacdo das equacbes de equilibrio
na estrutura completa.

e Definicdo das secdes e aplicacdo das equacdes de equilibrio para cada
trecho (esquerdo ou direito): desta forma, encontra-se as fungcdes que
descrevem os esforcgos internos P, V; e M; para cada secao i.

e Construcdo dos diagramas P(x),V(x) e M(x).

Exemplo 5.1

Arcanjo
Exemplo 2.1
Construa os diagramas de P(x), V(x) e M(x)para a viga sem peso e indique 0s
valores maximos de P, V e M e onde eles ocorrem.

— Calculo das reag0es:

P +0) My =0—5in60°: 5+ (5) +Rey - (10) = 0

o

oo

O

sngfeapgammnn
3

Rey = 2,165 kN

= 8

V>

E:
P

S0

+T2Fy=ORAy—Sin6OO'5+RCy:O

Rey

Ray = 2,165 kN

—>+ZFX=O Rax — €0S 60° - 5000 = 0

RAX = 2,5 kN

— Definicdo das secdes e
calculos dos esforcos internos

Secao AB

Lado esquerdo para |0 <X; <5 m|
_>+ZFX =0 PAB+RAX =0

Mhﬁ

R A JEF'%

Ppg = —2,5 kN (néo varia com X;)




- Y Fy;=0~Rax —Vag =0

Vag = 2,165 kN (néo varia com

+GZMJ:0' _VAB-X1+MAB:O

Mag = Vap - Xy = 2,165 - X, (varia com X;)

M; refere-se ao momento
em relagcdo ao ponto no

corte.

Secdo BC para [0 <X, < 5m|
Mec | > YFx =0+ —Pgc=0
C ‘ 13 Pgc =0

Pac (s

"Jﬁ.;f ) +TXFy=0:Vgc+Ryy =0 Vgc = —2,165N
E z R\r:.}*
+0 ZM] =0 - _MBC + Rcy . XZ =0 MBC = 2,165 - XZ

Lado direito para [0 < X; <5 m|

5T YFy =0~ —Py,g—cos60°-5=0

—~* N Fy, =0 Vag —5en60°- 5+ Rgy =0

Vyp = 4,330 — 2,165

Pag = —2,5 kN

VAB = 2,165 kN

+OXM; =0 —sen60°-5(X;) + Roy(X; +5) — My =0
MAB = 2,165(X1 + 5) - 4‘,33 (Xl)

Map = 2,165(X,) + 10,825

— Construcao dos diagramas

Px) !
od]  wolo Vix) T
1 2,16 fr—
——t w
AlT® Cx P s ¢
25 Fd "
X4 s |
- X4 _2‘\@ 4= ——.;"—A MLx)

IR

MAB(XI = O) = 2,165 -0=0
Mug(x, = 5) = 2,165+ 5 = 10,825 kN.m

Neste caso, temos x, crescendo da esquerda

para a direita, e:

Map(x; = 0) = —2,165 - 0 + 10,825 = 10,825 kN. m

Map(x; = 5) = —2,165 - 5 + 10,825 = 0

Pontos criticos:

Trecho AB: maxima carga axial.
Trechos AB e BC: maximo
cortante.

Vo4 (0 < x < 5m) = 2,16 kN
Munsx(5m) = 10,8 KN. m
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Exemplo 5.2
[Hibbeler 62 ed. Pg.17]
Construa os diagramas de P(x), V(x) e M(x) e indique os valores maximos

Zoa Nfm —  Caélculo das reacées

+OZM =0~Mg+F;-(2)+300:-6=0
Mo 5= 0+ Mp+Fy(2)

Ro Mg = —(600) - 2 — 1800
| | é
| / =
3 Cm * 2 /1\ Mg = 3000 N.m
I* - -/
Rey
+T Y F, =0 —-300—F; +Rgy =0
Rgy = 900 N
+
>YF,=0| ~ |Rg, =0

Para efeito de céalculo de reacfes o carregamento distribuido pode ser representado
por uma for¢a concentrada equivalente atuando no centroide da area.

|
El »;:'r '1 W(X)=200N/m
“i_3 | .
- ""1 ' F1 = Area de w (x)
o sl
L & B 2002 6m |

|‘ | Sonr | Fl="—2=— F1 =600 N

O centr6ide de um tridngulo a 1/3 da base e da altura.

— Definicdo das sec¢fes e calculo dos esforgos internos:

Nao ha descontinuidade entre A e B. Logo existe apenas uma regiao.




Observe que o lado esquerdo é mais simples, pois a forma seccionada do
carregamento distribuido é triangular, ndo trapezoidal.
O valor do carregamento distribuido seccionado W; é:

w W=200N
_1=—( /m) Wl:@.xl
X1 6m 6
E a forga equivalente a area é:
¥o Fp =W -=F
_ .-*'I' pl.l]t
-
A«ﬁi_,;_@.lé F—@'X &
X 7 le ™ 2
X
—-{ 3 100 - X2
F2 =
! 6
— Lado esquerdo para 0 < X; < 6m
+
—)ZFXZO.'. PAB=O
+T X F, =0 —300—F,—V;g =0
100 _ ,
VAB = —?Xl — 300

+O T Mj =0 Mag +F, - (3) +300-X; = 0

M 100 X3 —300-X
AB — 18 1 1

— Construcao dos Diagramas:

w] 35‘5{&-.]

e B0,

Carregamento triangular gera esfor¢co cortante parabodlico e momento fletor
cubico.



62
Vap(X; = 6m) = —100 v 300 = —900 N

-100 .
Map(X; = 6m) = ———"(6%) =300 (6) = ~3000 N

Exemplo 5.3
[Apostila1l — E 2.2]

Trace os de V(x) e M(x).
— Calculo das reacdes

. 1 -
1 W(x)d 2% g
! M u + _ . _
i B : Bx,ﬂlm b ZFX—O-.RDX—O

VVVY VWV /> .

A D Rex +OXMp=0:F -1-8+Rpy-4=0
S VYL S
z 26 | 2 Rpy = 1kN
Roy
'Fiey

+OXMp=0: —8—Rpy, 4 + F;(4+1) =0

Rgy = 3 kN

O carregamento distribuido retangular W(x) pode ser representado por uma forca
concentrada equivalente F; atuando no centroide da area.

i
T T 2kN
R F, = ——2m
m

Al-L 4 i_'{E.‘

| 4"""',|_ ,I F, = 4kN

— Definicdo das secdes e célculo dos esforgos internos.

Sec¢édo AB para 0 < X; < 2m

| Fan ZXNfm, :Z Fy=0:| P,g=0
M o Map
Xn @ —(2-X1)—Vag=0
| A
i Vas = 2%

+O T M =0 Mpg +F, -2=0

X4
Mpg = —(2-Xy) )

M; = —X;? [kN.m]




— Secdo BC para 0 < X, < 2m

Moo (% Bﬁ-*ﬁ D Loy Y F, =0+ [Pac=0
P é > LF=0. | Pgc=
L - | —>

v ; Al +T ¥ Fy =0+ Vgc+Rpy =0 -~
E_J{z. 2m
" Dy Vgc = —1kN

+OZM]'=0‘.'_MBC_8+RDy'(X2+2)=O

MBC=X2_6

— Outra forma seria analisar o lado esquerdo a secéao:

ki " + -0 - —
2wt WMec P 2P =04Rc =0
m |
'.\F‘r \“f !.‘ FI% +T2Fy:0-'- _F1+RBy_VBC :0
A R i——» Vge = —4 +3
PR, TRV Vae = —1 kN
oy -

+OXMj=0:+Mpc—Rgy "X, +F - Xz +1) =0
MBC:3X2_4(X2+1)

Mpc = —X; — 4

— Secdo CD para 0 < X3 < 2m

Ve B * — . —
MC-‘D C-‘Di- D _)ZFX_O oS PCD_O
Pep | B2 Rox
G]i:\ a +T2Fy=0 o VCD+RDy=O"’
i X3
U"’ VCD:—].kN

+UYXM;=0 ~ —Mcp +Rpy X3 =0 Mcp = X3




— Construcao dos diagramas

B Yormnanto
R} b ~ £ SR
s R S
Y 1
B < _ t\ e D
E} C.lh.,_:“‘ o L
o S5 Txem
X

VAB(Zm) = —4 kN

Mpg(2m) = —4 kN.m
MBC(X2=0)=MC= 0—-6=-6
MBC(XZZZ):MB: 2—6=—4

Ou
MBC(XZZO):MB: 0—-4=—-4
Mpc(X, =2) = Mg = —2 — 4

5.2 Método grafico ou do somatorio
Beer 92 ed. 373

Hibbeler 132 ed. 356
Meriam 72 ed. 280

Quando uma viga estd submetida a diversos tipos de carregamentos e
condicOes de apoio, 0 numero de sec¢bes a serem analisadas € alto, e 0 método das
secoes se torna muito trabalhoso.

Nestas situacbes podemos utilizar informacfes baseadas nas relacdes
infinitesimais existentes entre os esforcos internos V(x) e M(x), e os carregamentos
atuantes.

Vamos considerar uma viga bi-apoiada, submetida a um carregamento
distribuido w(x), forcas concentradas Fie F2, @ momentos binarios M1 e Ma.

F2 WI0%)

2 L~
|"-—_ I
k 4 L/ P K
A . A rfN'Jv ';/?‘V YP g Rex
Té"lv: M SN SI TR
Rﬁr)? " Mz 8y

Analisando o diagrama de corpo livre de uma por¢cédo Ax da viga, contendo
apenas carregamento w(x) temos:



By

——
5%V P+AP Observe que estamos assumindo

vV L C uma diferenca entre os esforcos

M .
N 29 [\ M +am internos em ambos os lados de
) AP, AV e AM.
l AX ' Viray

Relagéo entre V(x) e w(x):

+1YF, =0 +V—Fo—-(V4+AV)=0 = +V—-wXx)Ax—-V-AV=0
AV =-w(x)"Ax ou i—: = —w(x)
. AV dv v X ,
Algglo (E) T ax —w(x) e fvlz dv = fxlz —w(x)dx - AV = —Area w(x)

Relagdo entre M(x) e V(x):

+O N M; =0 +Fo-(§)+(M+AM)—V-(AX)—M=0

AM= V(X) A X — [W(X) A X] . % = % — V(X) _ w(xz)-AX

_(AMy dM M, ‘. -
AILIEO (E) = V(x) e fMl dM = fxl V(x)dx = AM = —AreaV(x)

\ /

Inclinacdo de M(x) em x, é A variagdo de momento
igual a V(x). fletor entre dois pontos é
igual a area de V(x) sob
os dois pontos (X1 € Xz,
por ex.)

As equacdes encontradas anteriormente foram desenvolvidas para uma porgcao
da viga submetida a apenas um carregamento w(x).

Podemos ter outras duas situagdes: forgca concentrada e momento concentrado
(binario); onde estas situacbes demandam um tratamento separado, pois criam
descontinuidades nos diagramas V(x) e M(x).




e Forca concentrada:

F
Mo H +T X0, =0
P 5 1ps
C*%’ %“"3 > —(V+AV)—F+V =0
LLJWM AV = _F

Ou seja, “ao passar’ pelo ponto de aplicagdo da for¢a, ha uma redugéo no
esforco cortante igual ao valor de F.

+O ¥M; =0 .-.(M+AM)+F(%)—V-A><—M=0

> AM=V-Ax—F-=

— No limite, quando Ax tende a zero: | AM =0

— Na&o ha variacdo de momento fletor na presenca de uma carga concentrada.

e Momento concentrado:

M v Mo M+ AM +OXM; =0
-
P 3| Prap
(M+AM) + Mo —V-Ax—M = 0
l AX JV+AV = AM=V-Ax— Mo
P

No limite, quando Ax tende a zero, | AM = —Mo

Um momento concentrado com sentido anti-horario Mo, leva a uma descontinuidade
do momento fletor negativa e com valor Mo.

Observe que o esfor¢o cortante ndo é alterado, ndo ha variacéao, neste caso:

Pontos importantes:

e O método gréfico permite a construcdo dos diagramas de V(x) e M(x) de
maneira mais rapida.

e No entanto, ndo oferece as expressoes/fungbes de V(x) e M(x), necessérias
para meétodos de calculo de deslocamento baseados em energia de



deformacéo.
o Otimo complemento ao método das secdes:
- Verificagdo/analise dos diagramas
- Aplicacéo “em conjunto”. Por exemplo, é possivel construir V(x) pelas se¢des
e calcular M(x) através da area de V(x) ou integrando V(x).

dm )
e Pontos de cortante nulo ocorrem onde = 0, logo em pontos onde o fletor &

maximo ou minimo.
e Como AV = [ —wdx e AM = [ Vdx, se w(x) é um polindmio de grau n, V(x) tera
grau n + 1 e M(x) serd um polinébmio de grau n + 2.

Exemplo 5.4
Beer 92 ed.
Sample 7.5]
Construa os diagramas de V(x) e M(x) e indique os valores maximos.

zogcu/m |
AT
f—‘é{t D 5 2
R“Wﬁ 6m \an““ 4\5‘.‘.@

— Célculo das reacoes:

Para efeito de calculo das reagdes, o carregamento distribuido w(x) pode ser
representado por uma forga concentrada equivalente atuando no centroide de area
sob w(x):

1 20 KN
S 0 B == om
r 1~ \ : T ta
S I
| [ | =
ik 3 & 171 ] & Fy = 120 kN
R EELINT 6
Ra 60 ?qu\ggj
) % 1
+TYF,=0 Rax =0
+UY¥M. =0 & +F;-(6)—Ray-(9) =0
Ray = 1206 Ray = 80 kN
9
Ray—F;+Rcy =0 - Rcy = 40 kN

+1 ¥F, =0




— Forca Cortante V(x)

Nesta viga temos duas secdes: AB e BC

— Secado AB:
Utilizamos as duas relacdes desenvolvidas entre V(x) e w(x):
AV = —Area w(x) = VW —-V,=-120
dV(x) dv(x)
e —w(x) o —-20

Para a determinacédo do cortante V,, e, consequentemente, todos os demais
cortantes das sec¢0es seguintes, precisamos conhecer ou determinar
V, — cortante inicial.

Podemos determiné&-lo por:

a) Inspecéo, ou
b) Pelo método das secdes

2o XN Observe que préximo ao ponto
Rox : ™ Wag A, aareade w(x) &
< > ?M) desprezivel e o cortante sera
AN ! | positivo e igual a Ray. Logo:
% a 1 \/AQ V. =R . _
a=Ray ~ |V, =80KN

— Pelo método das segdes, aplicamos +T YF, =0 :

Ray — (20-x,) —Vab=0 = Vab = 80 — 20 - x4

No ponto A, Vab(x,; = 0) = 80KN, logo, chegamos a mesma conclusao!

— Conhecendo V,, basta calcular a area de w(x) [120KN] para se determinar Vy:

V, -V, =-120 =~ | V, = —40KN

A expressao dZ—ix)z —20 indica que a funcdo Vab possui uma inclinacao

negativa e constante igual a 20. Logo, se trata de uma reta decrescente entre A e B.



— Secéo BC:

Observe que no ponto B ndo ha forca concentrada aplicada. Logo, o esfor¢o
cortante ao passar pelo ponto B permanece 0 mesmo.

Nesta secao, temos:

AV = —Areaw(x) = V.-V, =0
dv(x) _

o = W) V. = —40KN
dv(x)

o = 0, confirmando a inclinacéo nula entre B e C

— Cortante nulo: a localizacdo do cortante nulo serd importante para a
determinacdo do momento fletor maximo. Neste caso, podemos encontra-lo por
semelhanca de triangulos:

80_120 . |x=4m

X 6m

— Momento Fletor M(x):
— Secao AB:

Utilizamos as informacgdes do cortante entre A e B para determinar a expressao
do fletor:

AM = Area de V(x) Mp —Ma = A; + A,

dM(x) Mp — M, = 22 4 [~ 222]

M, — M, = 120KN

Da mesma forma como o cortante, precisamos do ponto inicial M,. Por
inspecdo, como ndo ha momento concentrado no ponto A, M, = 0.
A avaliacdo de M,,(x; = 0) levara a mesma conclusdo. Logo, M, = 120KN - m.
Observe que o ponto com momento maximo D (x = 4m) pode ser encontrado através
da area A;:

Mq—M, = A, Mq = 160KN - m

Ainda na secdo AB, observe que, como o cortante varia linearmente, a
inclinacao de M(x) entre A e B, também varia linearmente, com inclinacédo nula em D.



— Secéo BC:

Observe que ao passar pelo ponto B, nao
AM = Area de V(x) ha momento concentrado. Logo, M,
permanece 0 mesmo.

M, =0 Conforme esperado
(rolete na extremidade)
Através de dl:;[—)((x)z—élo, nota-se que uma inclinacdo constante negativa

representa uma reta decrescente entre B e C.

Exemplo 5.5
[Beer 132 ed.7 — 82]
Construa os diagramas de V(x) e M(x).

Fa I 4 KN /m
. 10
KNWTQ 1 3KN
|

Rax, ¢ J
<_ :
Ky

1)
%T’émi5rﬂ‘ 2m

. - r ol

— Célculo das reacdes

TN Fe =0 Rag =0

kN
Onde F, =4—.6m F, = 24 kN
_ 24+24:3+6 Rey = 17 kN
Cy 6
+U0XYMc=0 —RAy-6+F1-3—6—3-2=0
24-3—12 ~
Ay:T RAy—10kN




— Forca cortante V(x)
Temos trés secdes: AB, BC e CD.

— Secao AB

Vg — V) = —Area w(x)

Onde V,, por inspegao, € Vp = Rpy =+ | V4 = 10 KN

Vg=—-4-34+10:|Vg= —2KN

— Secao BC

Como no ponto B ndo ha forca concentrada, o esfor¢co cortante ao passar por
B permanece o mesmo

Ve — Vg = —Areaw(x),entre Be C

Ve=—4-34(-2) | Vc=—14KN

— Ponto C

Observe que analisaremos o ponto C devido a carga concentrada relativa:

Ve+Rey =Ver =0 V?r c Vo2 d@ita doJ
oYV @

VC’ = VC + Rcy

)

VC/ = _14 + 17 oo VC’ = 3 KN

Carga “para cima” aumenta o cortante

— Secao CD

Vp—Ve=0: Vp—Veo o | Vp=3KN

— Momento fletor M(x)
— Secao AB

MB—MA=A1+A2

_10-25) 205
BT 2 2

Mg = 12KN-m




Por inspecéao:

M, = 0| .~ pino na extremidade nao oferece resisténcia a rotacéo

— Ponto B

Mg — Mg — 6 =0

Mg Mg
(T

BRNO

Mg = 18 KN m

Momento horario aumenta o fletor

— Secgao BC
M¢ — Mpr = Az

12-3
MC—MBI=—[7+2-3]

M,=18—-24. |Mc=—-6KN-m

— Secado CD

N&o ha momento concentrado no ponto C. Logo, o fletor permanece 0 mesmo:
Mc = —6KN'm

Mp—Mc=As ~Mp=-6+3-2:|Mp=0

— Cortante nulo

10 12
—_— = — X=25m
X 3
Mg — My = A
Mg =125+40
- Mg = 12,5KN-m
| Vioweato
Mx) (kN l i heo I



Exemplo 5.6
Beer 92 ed.
Sample problem 7.6
Construa os diagramas de V(x) e M(x).

a/
Wa "_‘PF‘
N RO\(
\. e
A 2 N M
a |2 ch -
. - Rey
— Célculo das reacdes
+-> Y F,=0: Ry=0
+TXFy =0 “—F1+Rey =0, Rey = Fy Rcyz%

+OEM =0 |+ M+ Fi-(L=2)=0 Me = e (1, 2)

— Forca cortante V(x)
Temos duas secoes: AB e BC.

— Secao AB

Vg — Vo = —Area w(x)

Onde V,, por inspecdo, é V4 =0

Wypa |
"

Woa
2

VB=0_

VB=_




— Secado BC

Como no ponto B nédo ha forca concentrada, o esfor¢o cortante ao passar por

B permanece o mesmo

Ve — Vg = —Area w(x)

Ve=— 22 | ndohaW(x)entre BeC.
2
Vix)
I 1
a L (L-2) l
A fB Il
/T g A
/ AA\/ '[ ~\A1 x[\‘hl
wed | N
et
-%’3(5L-A)r ge_ |
I 1
—‘u);a"‘ S ' 2@vabala3
\\' ’ / l Sg :lc‘m'
A AN/ 5
8 e
J ‘ | x[m)
) |
M(x) Analise d_!‘:. )
-Wo- -W, -a? . . .
——ot ——°Z | observe que a area sera negativa

Logo, A; = g[a-( .

se V(x) for negativo.

)-




— Momento fletor M(x)

— Secao AB

Por inspegéo, M, sO sera ndo-nulo quando existir um momento
midade A.

concentrado na extre

Mg — Mj = Area V(x) = A,

Mg = 2-(b.h) ~ Mg = g[a_(—vzo-a)] o M, = o

— Secao BC

N&o ha momento concentrado no ponto B. Logo, o fletor permanece o0 mesmo

ao passar por B.

Mc — Mg = AreaV(x) = A,

—W,- a2 -Wy-a —Wy-a2  Wgy-a2 Wy al
Me= =t [0 (L —a) = T Rt S

Exemplo 5.7
[Hibbeler 132 ed.7 — 89]
Construa os diagramas de V(x) e M(x).

200N
™" o0

200N M
Rax Al )L Y N

SR i

* & < D
'fw.srnJ 15m ARy B

R~1 ¥ B i N

3|z

— Calculo das Reacdes

N
F, = 100—3m
m

~100.3

2

F, =300 N

F, = 300 N




Note que as linhas de acado da for¢ca concentrada de 300N é a mesma da forca
equivalente ao carregamento retangular Fu.

+OYF, =0|~|Rp =0

+O N Mp = 0 |~ —F;(1,5) — 300. (1,5) + R¢y. (3) — F(3+ 1) — 300 = 0

_ 450 + 450 + 600 + 300 _| Rey=600N
+O0YMg=0]| - —RAy(l,S) — Rgy- (1,5) = F,(2,5)—300=0
600.(1,5) — 150.(2,5) — 300
Ay = 15
Ray = 150 N

— Forca Cortante V(x)

— Segéo AB

Vg — Vo = —Area w(x), | onde constata-se, por inspecio, que

VA = RAy oo VA = 150N

Vg = 150 — 100.(1,5) - Vg=0

— Ponto B

Note que analisaremos o ponto B devido a for¢ca concentrada de 300N aplicada.
200N

Ve ] l A

[Linha, aqui, denotando o cortante logo a direita de B.]

VB_SOO_VBIZO

Vg, = Vg =300~ | vy, =—-300N

Carga “para baixo” reduz o cortante.



— Secao BC

Ve — Vg, = —Area w(x)

Ve = —300 — 100. (1,5) - Ve = —450 N

— Ponto C

Ve T%l“d
7

+1 X F, =0

Vc+ RCy_ VC’=0

Ver = Ve + Rey Ve, = 150N

Carga “para cima” aumenta o cortante de acordo com o valor da carga.
— Secao CD

Vp — Ve, = —Area w(x)

oy, 1003
D — VCr 2
Vp = 150 — 150 - Vp =0

Conforme esperado, pois ndo ha forca concentrada (aplicada ou reativa) na
extremidade D da viga.

v(N]

4,5m I a5m L Aam :
- ~_ _I—-—\ :
N A 1
A 3Tm 8 1T ol x[m)
1 '
i | o8 7 1Rey :
| I
200 |- - ) :
450 l____" ___"~) cocTamte !
' oo i
| ’
ASo[=== 1 - - !
e
oo - - L =~ i :
. I [
A 1 B ! o | B
' 1€ DI
ais I : , XC]
\ |
[l | '
WM [wi]




— Caélculo das areas do cortante

_150.(1,5)
1= 2

A, =1125N.m

150.(1,5)

A, = —|300.(15) + —

A, = —562,5N.m

A; =150 N.m

A forma das funcdes de fletor: parabdlica entre A e C, e cubica, entre C e D,
podem ser entendidas a partir de:

dM
ax — Y

Por exemplo, observe que na sec¢do CD a inclinacdo do momento no ponto C
€ positiva, om valor 150, decresce lentamente em direcédo ao ponto D e é nula no
ponto D, fornecendo uma curva com concavidade para cima, uma vez que o sentido
positivo do momento é para baixo.

— Momento fletor M(x)
— Secdo AB

Por inspecdo, M, =0

Mg — M, = Area V(x) entre Ae B, com B # A,

Mg = 112,5 N.m




— Secao BC
N&o ha momento concentrado no ponto B. Logo, ndo ha alteracéo de fletor,
e Mg permanece 112,5 N.m.
M, — Mg = Area V(x)

M, — Mg = A, =~ M, = 112,5 + (=562,5)

Mc = —450 N.m

— Sec¢do CD
Mp — M = Area V(x)
Mp —M¢ = A3

Mp = (—450) + 150

Mp = —300 N.m

Note que era esperado este valor de momento, uma vez que no ponto extremo
da viga D, temos um binario horario de valor 300 N.m.



6 Forcas distribuidas
Meriam 72 ed. Pg. 233

Beer 32 ed. Pg. 237
Hibbeler 132 ed. Pg. 451

Até entdo, tratamos apenas de forcas e momentos concentrados ou forcas
distribuidas para carregamentos retangulares ou triangulares, nos quais as areas e

centroides sao simples.

¢F =]
[ [ 1 L W

o =

Lk

Na realidade, uma “for¢a concentrada” n&o existe no sentido da palavra, € algo
ficticio, pois toda aplicacdo de forca ocorre em uma éarea finita, mesmo que seja
pequena.

Por exemplo, a forca exercida por uma roda automotiva sobre um pavimento,
€ distribuida ao longo de uma area.

Mas como a area de contato é pequena com relacdo as outras dimensdes do
carro (distancia entre as rodas), n6s podemos aproximar esta forca distribuida por

uma forca concentrada resultante Fg.

Podemos dividir esse topico em 3 categorias de problemas:
[Meriam 72 ed. Pg. 234]

Distribuicao de linha
Forca distribuida ao longo de uma linha ou cabo,
suportando um carregamento vertical; c F4

F

Distribuicédo de area

Pressao hidraulica da agua contra a parede de
uma represa ou empuxo da terra sobre algo no
subsolo;

Distribuicéo de volume
Forca gravitacional que atua em todos os elementos de massa de um corpo.



6.1 Centro de Gravidade

[Meriam 72 ed. Pg. 235]

Vamos considerar um corpo suspenso de massa m. Cada particula deste corpo
ou elemento infinitesimal dV possui massa infinitesimal dm ao qual é atraido ao centro
da Terra por uma forc¢a infinitesimal dP. Notem gue esta forga varia ao longo do volume
V, pois:

‘\\m\.r\.ﬂ dP = dm g F:G.M-zm
d
YA553 ¥
Y ' P=[dp-dv 1
(P, v
e
\l‘"’ P f [dm - g]dV constante gravitacional
¥ v (experimentalmente)
&d
A distancia d entre o centro da Terra e um ponto na I H—l—l

superficie terrestre é praticamente constate ao longo de V. ( 3 = vaio

Para determinar a localizagcé&o_(coordenadas) do centro de gravidade de
gualquer corpo, nés devemos aplicar o principio dos momentos as forcas
gravitacionais em relag&o aos eixos coordenados.

Em relag&o ao eixo x:

M=%xF
x=2dP- |[dMy = [ zdp

O peso total € dado por | P = [, dP

Existe uma coordenada z, posicao de G, no qual o momento provocado pelo
peso total P sera igual a soma dos momentos infinitesimais dM provocados por dP ao

longo do volume V.

Ou seja, um modelo equivalente ou simplificado, representando todo o peso P no
centro de gravidade G, ocasionara os mesmos efeitos translacionais e notacionais.

., zdP _ J,xdP
Y e X =
[, dp [, dp

7 =




6.2 Centrdide de area
[Hibbeler A1]

Esta relacionado ao ponto que define o centro geométrico da area.

Considere uma secédo transversal qualquer de &rea A cujo centroide esta
posicionado no ponto C, com coordenadas (X,y) com relagdo aos eixos de referéncia
Xey.

A
A 7
c, Py
= e
% X

Temos que a soma dos momentos de area (equivalente aos momentos gerados
pelas areas dA) deve ser igual ao momento total gerado pela area total A:

Eixo x Eixoy
[ydA=7-A [xdA=%-A
_ _ JyydA = [, xdA
y= [, dA ~ [,da

Onde as integrais [,ydA e [,xdA sdo chamadas de 2% = fydA
momento de primeira ordem ou momento estatico em relacdo aos A
eixos y e X, respectivamente.

2y = J.XdA
A

Centrdide de Linha

4L Momento produzido por dL
1" - )
. — -'lr -
ﬁ I ! g

— Note que normalmente o centroide ndo se encontra
sobre a linha.

}_]:

J ydL
TdL




Areas compostas

Em muitos casos, uma area pode ser decomposta ou dividida em varias partes
simples (bésicas). Sendo conhecida a &rea e a localizagdo de cada uma dessas areas
simples, podemos substituir o processo de integracdo por um somatério, isto é:

7= i=1 31" A )_(_Zin=1i1'Ai
21 A i=i A
3
2
b | Q=D wA
- . i=1
- ™
A
Exemplo 6.1
[Hibbeler 32 ed.
Exemplo A —1
Determine o centroide da figura plana
3cm l — _ XAj+%pA;  0:(3:8)+0-(2:10)
~~ A+A, 44 =0
= 1 2
acm_I 4 1S
400 t"”-z - A1+A; 44
— e
(D - C(x¥) = | c(0;8,55cm)

Note que C(X,y) independe do sistema de coordenadas escolhido.

Exemplo 6.2
Hibbeler 32 ed.
ExemploA—6

Determine o centroide da secao transversal de uma viga perfil C,

Obtendo i por adicao:

AY
Cs
y_ b 'A}[__j_qomm

¢ J_BO L)

Yy SR T Ao

4ol 120 mv*

X1'A1+X2'Ax+X3Az

100-(120-40)-2+20-(40-160)

X
I

A1 +Ar+A3

V1 A1+Y2-Ax+y3-Az

2:120-40+40-160

68mm

20+(120-40)+80-(40:160)+140-(120-40)

<l

Ai1+Ar+Ag

2+(120-40)+40-160

C(x,¥) = C(68mm; 80mm)

No entanto y poderia ter sido determinado por simetria.

= 80mm



Obtendo X por subtracao:

)_(5'A5—)_(4'A4,

X =
As — A,
z = 80-(160:160)—(40+60)-(120-80)
1602—(120-80)

X = 68mm

Formas de superficie

Triangulo

% =2 =10
T3 y=3
TR
v=2r
y_31'[
?
Quarto de circulo
g=2 =4
X C T 3m y_31'[

Para qualquer forma com fun¢dées bem definidas podemos determinar X e y



Exemplo 6.3
[ Beer 32 ed.
Exemplo 5.3

Determine os momentos estaticos em relacéo a x e y e o centroide da figura.

e Triangulo W

120
—

A )ﬂ!

&y

’.

80?(‘.7(\1
)
D

W

Qx =51 A1 +¥2 Ay + V3 A3 —§4- Ay

. (60-120)
2

Qu = —20

\tAY
com e Retangulo |A2
 Semicirculo /A
4ot
e Circulo
e
n
Q=JydA= QXZZ}_’i'Ai
i=1
4ar 602 2
+40-(80-120) + (80 + ) - (=) — 80 - (- 40?)

Q4 = 506625,48 mm3

n Qy:)_(1'A1+)_(2'A2+)_(3'A3_)_(4'A4
— . . 2
Qy = zxi'Ai Qy = 40- 122 4 60 - (80 - 120) +6O-(“20 )—60- (-
i=1
Qy = 757699,11 mm®
— Posicao do centroide
- E%i-Ai, Qy 75769911 % = 54,79mm
Atotal Atotal 13828,32
y = Y VA $ _Qx _ 50662548 § = 36,61mm
Atotal Atotal 13828,32
Ay Ay Az Ay
60120 - m-602
total=T+80'120+ — 1m-40

Aporal = 13828,32 mm?

40?)



6.3 Determinacdo de centréides por integragao
Berr 92 ed. 236
Mer. 72 ed. 239]
Hib. 132 ed. 454

O centroide de uma éarea limitada por curvas analiticas (curvas descritas por
equacOes algébricas) é determinado avaliando-se as seguintes integrais de area:
(Beer 92 Ed. 236/Mer. 72 Ed. 239/Hib.132 Ed. 454)

JyxdA _ _ JaydA
[, dA € ¥= [, dA

X =

Onde C(x,y) representa o cento geométrico da area A.

Se o0 elemento de area dA € um pequeno retangulo de lados dx e dy, é
necessario a avaliacdo de uma integral dupla com relagdo ax e y: fy fx F(x,y)dxdy.

Coordenadas cartesianas Coordenadas polares

14 y ) ad
- K h

No entanto, na maioria dos casos é possivel determinar o centroide de uma
area com uma integral simples escolhendo um elemento diferencial da area dA como
um retangulo fino (horizontal ou vertical).

Em um dA vertical, o centroide do elemento €| y, = y/z € Xe =X

Yel =Y € Xe :X/Z-




Obs: No limite de dy — 0 a area @ € descartada.

Podemos entéo escrever o centréide C(xX,y) em termos dos momentos estaticos Qx e
Qy gerados por dA:

)_('A=j)_(el'dA ;(:f}_(eldA
[ dA
_ — — fyel dA
A= [Fe-dA - Y= "Taa
Exemplo 6.4
Hibbeler 132 ed.
Exemplo 9.3
Determine a coordenada y do centréide do triangulo abaixo.
1 ?:#ﬁq
Vimos que| y = [aTe1d4 onde | dA = x-dy
h f AN [da

L X, Yel =Y
> dA horizontal-. {)_(e x
2

h I ’K el

2 10 L y=1x —(_h.
Equacao 1 grau..{yzax_l_c y_( b) x+h | e
Quandox=0;y=h X=—(h;y)'b =_Tb'}’+b
x=b;y=0.
h [(—Db
{ h=a-0+c ~ c=h _ foy[(T'y-l_b)'dy]
O=a-b+c ra=—ra=— Ix [T-y+b]-dy
h h
E\exnerto c\Ahc:ﬁio;nta\ b-ﬁ by b.h_z_b-h—z
TN/ 7 Car(Zer, Ter) y= zlp b 31, _ P73 3
< ] it b 2| —@
e y-5 byl -2 L bh—=
X\ * ’
2
__bh/6_ —_E
Y=%h, = |73




Poderiamos calcular o centrdide de x a partir do elemento de area dA

horizontal através de:

w| o

w|o

i
I

N

o [Rada [ o ()
[dA ~ [dA
h (X (h — y)][(h y)]
)_(:fo(f)'(x'd}’):fo b bf-dy
x - dy h[th—y) 1.
J R K
b? -h(h —y)? b% h
_ 7f0( 82 snzlo (W® —2hy +y»)dy | _
T iy b[h h g B
b, 2| /o by — [;'yay]
Exemplo 6.5
[Meriam S5/4,244]
Localize o centréide sobacurvax=k-y>dex=0ax=aey=0 a y=bh.
by KNP
bj‘;— - — - - - - ' wehel B fA)_(eldA
FESSE T S ' X =
N | Jan
; ___-\ Ceyy
« Nax' dA=y dx| =~ da= ()" dx
*=i;\ a;x
Quandox =0;y=0e,quando | x=a;y =b;
N 3 a
Logo, a=k-(b)® e kzﬁ
L <4/3 . a x7/3 1 67
e [%3] () o ax gy /7/3 _s T
f[ ]1/3 (%)foxlﬂ dx Jy xR dx 4/3/4 L S
a/b3 a’3 /3 0

Existem duas possiveis maneiras, com elemento diferencial:

Vertical (12 Solucéao).

Horizontal (22 Solugéo)




— 12 Solucdo: Com o elemento diferencial vertical, a variavel de integracao € x,
e as coordenadas de Cg(Xe], Ve1) S80:

Xei = X
Xei =X Oy
Yei = E y fdA
Elemento
(y/2) dA diferencial vertical
A A
r 1 I 1 5'
al (b3 x% b3 x% / ( bzz)faxg-dx 1 %
f07'(a)'(a)' _ 2. a3/ " b% - a3 | 3 |
= 1 >y = b a T = 2 "= N
fa b3-x3_d 1f0X3-dx 2a3 ‘b [x3
o\ a X a3 4
[ 3]
b 34als __2,
y—2 a/s 5 3 3" 75
— 22 Solugéo:
_ (@a—x)
7ﬂ % K'\ia Xel = X + 2
b1~ — k= . _ &+
Ry - dA = (a —x)dy Rel =~
\ 7 . e —
e N : J\: Y1 =Y
N\ N
o ;0 é X
S — f}_’el dA
YT T aA
Mais trabalhoso que a integral obtida no elemento vertical
Xel dA : '
—_— . ay3
) ) B3 12 v3
= f(})(x+(agx))(a—x) dy _ f: @-(a—x)-dy _ f(:) <b 5 >I(a ab}; )'dy _

fob(a—x)dy fob(a—X)'dy B fob a-(l—ﬁ)-dy T



Exemplo 6.6
Hibbeler 122 ed.

Problem 9.32 — 9.33,]_ )
Localize o centroide da area hachurada.

Escolhendo um elemento infinitesimal de area

vertical dA:
24 dA = (y, —y1) " dx
y2© = axX Re] = X
ou _ (y2-v1)
|| Ve =y
y2 = 2x2 — ity
el =7

1

2x2-2x|dx

 [Sadh fxan xivayos) 0

3
" 5 _x2
f0<X2 X )dx f(;x3/2 dx—f(;xzdx _

X

= T = 1 = 1 =71 T =
JdA JdA Jo 2=y1)dx f01<2x§—2x)dx f(,l(XE—x)dx Jox /2 dx ~Jox dx
5 11
x2 x3
5/, 3 11 1 23 1
L Mo _ % 3 _smh_saas_1.5_2  c_gam
M3 t— 1 1721, 221837 45 1 s -
x2 x2 3/, 2 3 /2 32723
3, 2
2
. o
1[2x+2x1/2 11/20 N\ vvs
_ f0'7e1dA f(;[}’rzl'}’z](yz_yl)dx fo[ > ]<2X 2x2>dx Jo (2 4x)- x—x2 |dx
y = 7 = 7 = 1 = 1 =
Joaa Joz-y1)dx f(;(ZX—ZX2>dX fé(x—)é)dx
X3|1 21
! ! S| -5 O |
Jo X2 dx— [ xdx 3ly 21y 3 z_ﬁ_)y_lm
i 171 _27 1 -
folxdx—fO’Xde 211 «2 2 3 /6

3

2

21g

0



6.4 Cargas distribuidas sobre vigas

Berr 9™"Ed. pg 248
Mer. 7" Ed.pg273

O conceito de centroide de area pode ser utilizado para resolver varios problemas,
como o de uma viga suportando um carregamento distribuido. A carga distribuida W(x)
varia com x, € normalmente expressa em [N/m], unidade de for¢a por comprimento.

dF = dA
dF = W(x) dx

onde a carga total resultante é igual a area sob esta curva e atua no centroide da area.

Fr = fdA = Arotal

Observe que w - dx € igual a magnitude de dA. Logo,

L
FR:_]. W - dx
0

Para determinar a coordenada X do centroide C, devemos observar que 0
momento produzido pela for¢a resultante Fg em torno do ponto A (Fg - X) deve ser igual
aos momentos gerados pelo carregamento infinitesimais dF equivalente a dA = W -

dx.
L
0
Fr )_(fo (wdx)
_ [xWdx
X = Fr

Dessa forma podemos substituir o carregamento distribuido W(x) por uma forca
concentrada equivalente Fr atuando no centroide da area do carregamento.



Exemplo 6.7
Berr 92 ed.
[Sample 5.9,250
Determine as reac0es no suporte

Wy = 4500 N/

Neste caso nés temos um carregamento distribuido formado por uma area
composta: 2 triangulos ou retangulo + triangulo onde conhecemos o centrdide de cada
area.

Existem duas maneiras de representar este carregamento distribuido:

— Maneira 1
Representando uma carga concentrada equivalente a area total, onde:

Fr = ATrapézio

fOLX -w(x) dx

X = FR
N=AX
.o /} W=AX + b
v/ W
.."": {1500=a-0+b
w,! . X , 4500 =a-6+b
;f-—‘)o e W(x) = 500x + 1500
% : Rox
RA\/ Rby
L
. _ [ (500x%+1500x) dx
Fo = [Wd Fr = J; (500x + 1500)d ==
R=[/Wdx = Fr=[(500x+ )dx X J; (500%+1500)dx
B, =206 c006
= R= > + X=35m




— Maneira 2
Representando uma carga concentrada

equivalente ao tridngulo:

equivalente ao retangulo e outra

(A
)T LEZ"' F, = 1500%- 6m
="
o, r\\\@: F, = 9KN
= J_ Rex
1&7 ;‘-‘J TKQ, F, = 3000, - 2%
f X2 F, = 9KN

Os centroides do retangulo e triangulo podem ser determinados por inspecéao:

)_(1=3m

(um terco da base)

)_(2=4‘m

— Célculo das reacdes:

Ray = 7,5 kN Rpy = 10,5 kN

— Verificagao:

754+105-9-9=0

OK!




Exemplo 6.8
[ Meriam 72 ed.
Sample 5.12,247

Determine as reagdes no suporte

o A2024 Njp,

ax

8
Fr =f W(x)dx
0

Fr = [, (1000 + 2x%)dx

. 4
Fr = 1000 -8 + 2=

Fr = 10.048 N

— Caélculo do centroide:

W(X) = WO + kX3

{1000 =W, +k-03
2024 =W, +k-8°

W, = 1000

k=2

W(x) = 1000 + 2x3

(4rea sob o carregamento distribuido)

onde dF = dA = Wdx

[ x(Wdx)

Fr

- [xdA —  [xadF
X = X =
fdA [dF
Logo, | X =
L 3
_ _ Jo x(1000+2x3)dx _
X = X =
10048

[1000 x7/2][8+[2x/s]|

X =4,489m

10048




— Célculo das reacdes

l-” - ,; +U YMy =0
e T F —MA—FR')_(: 0
F L M, = —10043 - 4,489
Eax | |
— 3¢ — M, = —45107,2N.m
AN x !
Ry
Ma *YF, = 0
Ray —Fr =0
iZFX -0 Ay R
Rax =0 Ray = 10048 N
Exemplo 6.9

Partico simples bi-apoiado submetido a um carregamento parabdlico. Determine as
reacOes considerando W(x) = 4x? + 10.

— Forca equivalente F,

SOKN

X
Mo <N/ o W !
\
P AN— (o —|
Sm C Ff | X
W A -
* x| |®
50 W 5
« E F. = fo W(x)dx
g T\%\ VCT\)Q\ Fr = f05(4-X2 + 10)dX
RA?‘ R‘.Y RE’ 3 (5
L Fo= (4] + 1000
' F. = 166,67 + 50
F. = 216,67 KN
— Calculo do centroide x:
_ fOS x(Wdx) _ fos x-(4x%+10)dx _ f05(4x3+10-x)dx
X =—— o X=— o X =—
[ Wdx 216,67 216,67
4x* 5+10-x2 5

216,67 216,67



— Célculo das Reacdes:

Para efeito de calculo das rea¢cbes podemos substituir o carregamento W(x) por uma
forca concentrada equivalente F, atuando no centroide X.

¥, =400 KN
o] oy +0 IMy = 0
oo Y )
i
T _Fr'(5+)_()_F1'(4)+Rey'(8)=0
does R = (21667)(5+346)+(4004)
. ey - 8
Aovn
Rey = 429,12 KN
X,
1 E
Rey
:ZFX =0 #ZFy =0
F.+R;x =0 Ray_F1+Rey=O

Ray = 400 — 429,12

R, = —216,67 KN

R,y = —29,12 KN




7 Momentos de Inércia

Hibbeler 132 ed. Pg.515
Beer 92 ed. Pg.473
Meriam 72 ed. Pg.441

7.1 Momentos de Inércia de Area

AA

<

]
}
X X X

Para o calculo de y,

Vimos anteriormente que o conceito de centréide de
area esta relacionado ao momento estatico ou
momento de primeira ordem de uma area A:

Onde a soma dos momentos de area dA (com
relacdo a qualquer eixo) deve ser equivalente ou igual
ao momento total gerado pela area A, considerando a
area A concentrada em um “ponto representativo”, ou
no centro geométrico, com coordenada (X, y).

Realizamos o somatorio dos momentos estaticos com relacéo torno do eixo x:

Q= [,ydA - [ ydA=7F- [ dA

\

Momento estatico em relacédo & x dessa forma,

JyydA
J,dA

}_/:

e O mesmo procedimento é adotado para o célculo de x.

e Podemos fazer uma analogia de Q, com o momento M gerado por uma forca F:

M=txFouM=F-d

onde, no caso do momento estatico Q, , quem estd gerando 0 momento € a area A,

com distancia y.

Existem em muitos problemas de engenharia, onde for¢cas (ou presséao) séo
distribuidas continuamente de maneira linear ao longo da area com rela¢éo a um eixo.
Nestes casos, uma for¢a atuando em um elemento de &rea é diretamente proporcional
a uma distancia e, consequentemente, 0 momento associado € proporcional a
distancia ao quadrado, levando a um momento total envolvendo uma integral de forma

[ (distancia)?dA.



Por exemplo, em problemas hidrostaticos, tem-se que o empuxo, ou a forca
lateral exercida pelo fluido contra a parede, varia linearmente com a profundidade.
[Hibbeler 13", pg. 515]

X
/’ p=Y"y

\ 7 -
k A pressao agindo em um elemento diferencial dA
J 1, é:

dF
p=——dF=(y ydA
O momento dM exercido por dF € dado por:
dM =y-dFoudM = y(y-y)dA

Logo, dM = (y - y?)dA. Integrando dM ao longo da area A:

szfysz Ixzfysz
A A

A integral de area fAy2 representa o0 momento de inércia de area ou momento
de segundo ordem em relagéo ao eixo x.

Outro exemplo, conforme sera visto em Mecanica dos Sélidos |, sdo as vigas

sob flexao.
E possivel demonstrar que a tensdo normal oy varia linearmente com y.

J,F

]

L&

L U e
gga,}": A "’ -~

A Lyle

o I R




O momento dM é dM = —y - dF, entrando na folha (use a regra da
mao direita)
M=[,dM =—> M=[ —y-dF
M= [, -y (oydA)
_ —0 max-y
M= fA _y[ c ] dA

M= (%) Jay*da

Entdo, sempre que tivermos uma forca variando linearmente com a distancia
em relacdo a um eixo, 0 momento produzido pela for¢ca envolvera uma quantidade
chamada “momento de inércia de area”.

Precisamos calcular uma integral de area ao longo de A. Considere a area a
seguir:

[Beer 9! pg.474]

Iy = [,y?dA > I = [ [, y*dxdy

Iy = [,x*dA - Iy = [ [ x*dxdy

Dessa maneira, precisariamos calcular integrais duplas.

Uma maneira mais simples de calcular o momento de inércia de area € escolher
o elemento infinitesimal de area dA retangular.

Yy Z.Q(K‘!
3y [TaA <@-x)ay | dl,, = y?dA

¢ 4] I lxzfyZdA
| A

e S
l‘ | Iy = [,y*(a—x)dy




4 dl, = x2dA
gt ,,!dA-—ya,u lyzfXZdA
A
)
2 . I, = [ x* ydx
x X | X

O momento de inércia de area indica um grau de distribuicdo de area, ou o
guanto afastado estd uma area em relacdo a um dado eixo.

Considerando as 3 se¢bes com a mesma area A, podemos observar que

Podemos observar que: I > 1> 1

oX = I

Logo, melhor o perfil em termos de

I >l Ix, flexao!

Exemplo 7.1
Hibbeler 132
[Exemple 10.1
Calcule o momento de inércia da area retangular em relacao ao eixo x que passa
pelo centroide e por Xi.

7T Iy = [,y*dA
S et SRR YU RO
tyy 1
b2 | b2 | TAC =3 %3‘(‘%3)]

e e

bh3 |=> Momento de inércia de uma

S secdao retangular




Iy, = [,y?dA bh3 Momento de inércia de uma
IX1 =5 = secéo retangular em relacéo a
base

h
I, = J, y*(bdy)

h
I, =b [, y*dy

Exemplo 7.2
Meriam 72
[Sample A/4
Determine o momento de inércia da parabola em relacao ao eixo x.

2 — Determinar K
x =4 quandoy = 3
4 =K -(3)?
K=:
9
_ 4 2
X=7y

Existem duas maneiras de resolver este problema:
dA horizontal ou vertical.

— (A) dA horizontal: Neste caso, toda a regido de dA esta a uma mesma distancia
de X, ou ndo varia com y.

Iy = fAysz
L = [ y?[(4 — x)dy]

5 [(4-3)9)

3 3
Iy = J, 4y*dy — f; zy*dy

Maneira mais simples

I, = 14,4 (un.)*




— (B) dA vertical: Devemos observar que area dA possui distancias diferentes do
eixo x. Vimos que o momento de inércia de um retangulo em torno da base é

bh3 dxy? o : ~
= Logo, dI, = % Integrando o0 momento de inércia diferencial em relagéo a

X, teremos:

I = [ dy

4 y3
Ixzfoy?dx

L= 7] ax

0312

I, = gf; x3/2dx

9 X5/2]4
X~ alsH
sls/zl,

I, = 14,4 (un)*

7.2 Teorema dos Eixos Paralelos (Teorema de
Steiner)

Se conhecemos 0 momento de inércia de uma area em relacdo a um eixo que
passa pelo centroide (ocorre com frequéncia, encontra-se em muitas tabelas para
diferentes secdes transversais).

¢
| hhhhh
o l

I Ve h
s _;.CI.... —_— -’P{ h;‘a

1 R
Ix #_.t;_)hi Iq,':ti\_a

17 56

Podemos calcular o momento de inércia em relacdo a qualquer eixo paralelo
utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos.



I, = fyZdA
A

Ao invés de expressar a posicdo de dA em termos
de y, vamos expressar como “y’ +d.”

7
X

Desta forma, I, = fA(d + y")2dA. Expandindo os termos, temos:

Iy = [, d?dA + 2 [, dy'dA + [, y'2dA

J,d?dA - d? - A, | pois d € fixo.

J,¥'?dA = I¢g, | normalmente conhecido.

2d [,y'dA | — [,y'dA € o momento estatico em relagéo ao centroide C;

Onde [,y'dA = yA.

Note o seguinte exemplo:
\} —
j N )‘ =0 Independentemente da area A, J,y'dA
T —
C c sera sempre nulo pois y' = 0.
~ P e >

Logo, de acordo com o Teorema de Steiner, podemos calcular o momento de
inércia em relacéo a qualquer eixo paralelo, desde que conhecamos d e A.

IX = ICG + dZA




Exemplo 7.3
[Pereira E6.4]
Determine os momentos de inércia em torno do centrdide em relagcéo aos eixos
xey.
), Esta é uma area composta por figuras
t geométricas simples, onde conhecemos 0 momento

R\\:@\\\ rcm de inércia de um retangulo em relacdo ao seu

centroide.
C -.gz_ —:( 5
F Ao s
[ /;//{M Ao k= Ixn+ Iz + I3
|4u~n| I |/\c,m|
Acm
bh? 3- (1) 7
1 =5+ diA; = S+ @7 (-1 =1225 cm*
1- (3)3 N .
Lo =—>—+ (0)2-(3-1) = 2,25cm — | I,= 26,75 cm*
3- (1)3 5 .
s ==, +(2)* 31 =1225cm ]

Iy == Iy’l + Iy,z + Iy,3

bh3 1-(3)3
Iy =—5 +dA? = = 2,25 cm*
y'1 = 17 +d 12 5 cm
3-(1)3 _
Iyrz = ( ) = 0,25 cm4 '- Iy = 4‘,75 Cm4
12
lyz =lyy = 2,25 cm*

Exemplo 7.4
[ Hibbeler 132 ed.
Problema 10 — 37
Determine o momento de inércia Iy

Podemos resolver este problema por adi¢do ou subtracéo.

Iy = Iyar — lyas — Ipaz =~ I, = 1971 m*




| y __ bh? 2 _12:(9)3 2 . 4
& ﬁ“ﬁ«e lyac = =+ d?Ap ===+ (45)?(12-9) = 2916 m

6.

_ bh® o 6B _1\2.(3.8) = 4
= 2=+ d2A, ="+ (9-1)2(3-3) = 580,5m

_bnd o _6(9° 2. (.9 — 4
"+ d2A, =0+ (3)2-(6-7) =3645m

Ou podemos dividir a area hachurada em 1 quadrado e 2 triangulos e somar 0s
momentos de inércia.

\'

Iy = Iy,3 + Iy‘4 + Iy,S

7.3 Momento polar de inércia
Hib.132 ed. Pg. 517
[ Beer 92 ed. Pg.475 ]

Uma integral que sera muito importante em problemas de torcdo de eixos
cilindricos € o momento polar de inércia.

Serd visto que um eixo cilindrico submetido a um carregamento de torcao
desenvolvera tensdes cisalhantes ao longo da sec¢éo transversal.

T .
Eixo de transmisséao
As tensdes cisalhantes variam linearmente com o eixo
| radial p.
i s 5 Fazendo o desenvolvimento das deformacdes e tensbes
™A geradas pela torcdo, encontramos a seguinte relagéo:
o f
— Tmax 2 — E .

a’p‘ T—_re fAr dA T_p IO

[
X
b Xe



Entdo, o momento polar de inércia em torno do ponto O é dado por:

Jo = fAI‘ZdA

Podemos calcular o ], a partir dos
momentos de inércia I, e I, (eixos que
passam pelo ponto 0) observando que:

Aea opnénca A

r2 = x2 +y?

f
-

Logo, J, = [,(x? +y2)dAl = f'AX2cllAl+ fAyZd'A
Y

Iy L

Jo =1+ 1,

O momento polar de inércia também respeita o teorema dos eixos paralelos:

Jo =Jcc +d*A

!

Onde d é a distancia entre o ponto o e o centroide da area A.

7.4 Raio de giracdo de uma area
Hib.132 ed. Pg.518
Meriam 72 ed. Pg.443
Berr92ed. Pg. 476
Paulo Mendes Pg.23

E uma propriedade do momento de inércia de area que se define como a
distancia, em relacdo a referéncia, a que uma area pode estar concentrada, para que
0 momento de inércia seja igual.

O raio de giracao é utilizado no célculo de flambagem das tensdes normais
geradas por cargas compressivas em colunas.

Considere a area A abaixo com momento de inércia I, em relacédo ao eixo X.

A




K, serd o raio de giracdo de modo que o
j momento de inércia I, gerado pelo retangulo
AT horizontal seja 0 mesmo que a area original A.

m Observe o seguinte fato: no caso de uma tira
“- 8 concentrada com area A, I’ se torna:

Iy = bh +d’A
X712

3
b se torna um valor grande e h (+ importante) muito pequeno. Logo, % ~0

Entdo: | I, = d?Aou I, = K, %A

O raio de giracdo da area A em relacdo a x é:

Ky =

™

O mesmo procedimento se aplica ao eixo y:
I
- /_y
Ky =

e ao momento polar de inércia em relagdo a um ponto O:

onde K, € a distancia a partir do ponto O no qual o momento polar de inércia
de A seja 0 mesmo. Y

A
Ko® = Ky” + K, f%{ .
N




Exemplo 7.5
Beer 92 ed. Pg.475

Problema 9.22 . ) o .
Determine o momento polar de inércia e o raio de giracédo polar em relacéo ao

ponto P.

\

Podemos resolver este problema de duas
a Mmaneiras: utilizando o momento de inércia de figuras
compostas ou por integracdo direta.

az | ave | /2| 2%
=

e (A) Figuras compostas: J, =1, + 1,
a/ly
Tl T‘}
| Q(' R P o7
ARV e
3 X / ;

\ .\4& X

Iy = Ix,l + Ix,2 + Ix,3

Iy1 = leg + d%1A,

4

a
bh3 2 \% (5a) 1
IX1=—+(—a) G )=—-a
' 36 3 2 8

bh3 a-a® a\? 4
IX,Z =E+d22A2 :?-'_(E) -(a-a) =a/3

4
IX,3 = IX,l = a /8

a? a* at 7

I +2 42 *
— — —:_a
X8 3 8 12

Iy = Iy,l + Iy,Z + Iy'g




y1™ 36 2
_a (a3 | 4a? a? 33 4
=1 (3) +5 5=
bh3 4./
y2 =7y =@l

ly3 =1y, = [por simetria]

PN A IR P
y=4 288 | T2 T e
Jp =L +1,
Jp = éa“ +0,3125a* - ], = 0,8958 a*
e Raio de giragao polar K
szJE A=2-[(§)+3-a]=3a2
2 2 2
Kp = [252% 2 K, =0773a
2
e (B) Integracao direta:
4 &
{ £ (¥) y=cx+d
2 |14
'\X'C\A {yzO, x=a/2
' e y=a, X=a

a
{0 = (E) td Subtraindo, temos:
a=c-(a)+d

Determinacéo
da fungéo f(x)



c=2ed=-a
y=2x—a dA =x-dy
I, =2 [, y2dA
I, =2 [,y*(xdy
Lo=2 "y 2] dy
I, = Zany;dy+2anSy2dy
=[5+ 25
e
IX=£a4

Exemplo 7.6
Berr 92 ed.
[Problemas 9.16,9.18
Determine o momento polar de inércia e o raio de giragéo Kx.

{yzzb, X=a

y2=Y, x=0
YezKa X2 b= K,-a/’2
Ko = b
2_31/2
Kx*
b= K1 az




— Célculo de I,
(A) dA Horizontal

dA = (x4 —xp)dy

a
— 2 —
X5 —bzy ex; =

a 1/
—vy/2
bl/zy

I, = ]ysz
A

b
x
I :f y2 (% — xz)dA
0

b a 1 a
L= [y v? |y - Sy dy
; _[L.&]b_[i.i]b
X b1/2 7/2 0 bz 5 0
_ab’ _ ab? — 3 b3
IX—7/2 - IX—35ab

Outra alternativa para calcular I, é com dA vertical:

yA __df ¥z

(B) dA Vertical : Area dA possui distancia diferente do eixo x.

b ™ i dI :dx-i —p Com relacao a
4 | X 3 base do retangulo
. a»
‘_35 > X
7’“ y dIX — dx;"z dX;’l
2 3
(2 ) (B2
=3 xe) = (o) Jax
— (2. B3 b e
9 Iy = J, (a3/2 x/2——-x )dx
. = b3 .& b_33_7 I 3 b3
» X7 3232 5/, 3ab 7 x = 354




— Area A:

A= foa(}’2 —yy)dx

— (A(b_ . D,
A= fO (al/z X /2 a2

_2b 3, b 3.
A_3al/2 2 3a2 ar -
Logo:

_ flx _ [opss7
Ky = A ab/3

Ky =0,05709 b

— Calculo de Iy

e dA Vertical: Nao h4 variacdo de distancia de dA em relacdo ao eixoy.

!

I, = [,x*dA

Iy = foa x?(y; — y1)dy
2 b b
_ (a, 2| b _ b
Iy —Jo X [al/zx /2 aZX
L =2 a2 b &
N YT a2 7/, a s
N
2 1
I, = 7-ba3 —gba3
dA = (y, —ypdx
— Portanto:
Jo = Iy +1,

Jo = 0,0857ab3 + 0,0857ba?

I, = 0,0857 ba’




Exemplo 7.7
Meriam 72 ed.
[ Sample A/3 ]

Determine o momento polar de inércia em relacdo ao centro do circulo e o
momento de inércia em relacdo ao eixo Xx.

E mais conveniente descrever a posicdo de
um ponto em areas circulares em termos de
coordenadas polares: r e 6.

O momento polar de inércia em torno do ponto
O é:

Jo = frsz
A
= " ;¢ r?[rdr de]

2mret
Jo = Jy ~-do

T4 _ mret
]o_zre ]o_ 4

dA = (rd0) - dr

Se tivéssemos um semicirculo, os limites de integracdo em seriam de 0 a T e.

Para calcularmos o momento de inércia de area em relagdo ao eixo x: I
precisamos descrever a distancia de dA em relacéo ao eixo Xx:

Iy = [,y*dA
Iy —fznfre 2[rdr d6]

Iy = fOZH fore(r -sen 0)%rdr - do

Iy —fzn( )sen 0-do
T, e
e Bt PELEEY)
AA = (r.d@).d;l

Momento de inércia em relacdo a qualquer eixo que passe centro de circulo



7.5 Produto de inércia de area

Em certos problemas envolvendo sec¢des transversais assimétricas e no
calculo de momento de inércia com relagéo a eixos rotacionados, a expressao dly, =

x -y - dA surge, com a seguinte forma quando integrada ao longo de A:

Iyy = f xydA
A

Onde x e y séo as coordenadas do elemento de &rea dA = dx - dy. A quantidade
Iyy € denominada produto de inércia da area A com relagdo aos eixos x € y.

Y

>

Enquanto os momentos de inércia de
area I, = [,y*dA e I, = [, x* dA s&o
entidades sempre positivas, o produto
de inércia I, pode ser positivo,
negativo ou nulo.

Uma vez que I, relaciona as distancias a partir dos eixos, o produto de inércia
oferece uma indicac&o de simetria da area A com rela¢céo aos dois eixos:

e Quanto maior o I,,, menor a simetria e,

e Quando ha simetria em relacdo a um ou
dois eixos, I, = 0.

T Iyy 4 simétrico

Por exemplo, no caso de um perfil U:

¢ serve que dividindo a éarea tota nas
74 A Ob dividind total A
JA areas A;,A,,A; e A,, veremos que a
IS o o L2 contribuicdo de dA cancelara a contribui¢cdo
A 5 de dA'.
' g )
7; %7 | (%) y1 AL+ X(Xa) Y4 Ay =0
| / Aq 2(—%2) Y2 Ay + X(X3) y3 A3 =0
a LA s 1)
A S TS gy e = | Ly=0

Para este mesmo perfil simétrico no plano vertical, o produto de inércia seria
ndo-nulo com relacdo ao sistema de coordenadas (x',y"): Iy, # 0.



e Aplicacéo:

Na andlise de Flexao Pura Simétrica (assunto visto em Mecéanica dos
Sdlidos, o0 momento fletor interno atua no plano de simetria e o calculo é dado pela
formula de flexdo no regime elastico.

v { Devido a simetria da se¢éo e dos
Etx .
[ P carregamentos aplicados, pode-
|

se concluir que o membro

]

| permanecera  simétrico com
T ~ . .
P - : ! relacdo de simetria no qual o
 Plano cef momento M, esta agindo.
sonetng

Nestes casos, 0 momento M, atua ao longo do eixo neutro (onde ndo ha
deformacéo) e gera tensfes normais ao longo da se¢éo conforme a Formula da Flexao
no Regime Elastico:

M-y

I[N

Oy = — Ign = Momento de inércia de area comrelacdo ao eixo neutro

Flexdo Assimeétrica: existem situacdes onde o momento fletor ndo age no plano
de simetria do momento, pois

e O carregamento externo possui componentes obliquas que geram momento
fletor interno fora do plano de simetria da secao transversal, e/ou
e O membro ndo possui nenhum plano de simetria.

— Sec0bes simétricas e carregamento assimétrico:




— Perfil assimétrico:

v

*
|
!
[
I

Nos casos de flexdo assimétrica, iremos supor que 0 eixo neutro coincide com um
eixo arbitrario z.

A forgca infinitesimal dF,,

associada a tensado normal o,
atuando em dA é:

dFy = 04,dA

Aplicando os equilibrios ao longo da se¢éo A, temos:

DF=0 J,0x dA =0 (N&o ha forca resultante).
M, =0 [,(2) ox-dA=0  (I).
ESM, = 0 © f(y) o dA=0

Uma vez que a tensé@o normal € dada por ox = — II:_IZ OuU oy = — % .

Substituindo esta expresséao na Eq. (I):
Omax Omax —
Jaz- (==%-y)-dA = - fzry-dA=0

Onde a integral fA z -y - dA representa o produto de inércia da area A com relacao
aos eixos z e y, e sera zero se estes eixos forem principais de inércia.

Podemos resolver esta integral de area com:
e Elementos diferenciais em duas dire¢des, envolvendo duas integrais, ou
e Com uma integracéo simples, com elemento diferencial retangular.



— Duas integrais:

7t dA = dxdy
d’?’ l_ \A‘

T TN Ly = fy L (xy)dxdy

A

i\‘

A , .
Elemento diferencial retangular:

L

dA

dA =y-dx

T

w

2 2

Ly = f (xy) - (yd)

E muito comum encontrarmos propriedades geométricas (area, momento de
inércia, momento polar de inércia, produto de inércia) de formas comuns de areas

sempre em relacdo ao centroide.

Podemos determinar o produto de inércia em relagdo a qualquer eixo paralelo
utilizando o Teorema dos eixos paralelos.

Vamos descrever a posi¢cao de dA em
termos de (x + x") e (¥ + y'). Logo,

Ixy=fx-ydA :>1Xy=f()_<+x’)(}7+y’)dA
A A

Ixy=f()_(-}7)dA+f>_(-y’dA+ f}_/-x’dA+ J.X’-y’dA
A A A A

A primeira integral € simplesmente (X-y-A). A segunda e terceira integral sao
nulas pois 0 momento estatico em torno do centrdide é igual a zero [y'dA =y'-A,

ondey’ =0.



Observacao: Qual é o valor do centroide em torno de um
eixo que passa pelo centroide? Zero!

A Ultima integral € o produto de inércia em relagéo ao centroide
C= lyy = fAX’y’dA.

Logo, de acordo com o Teorema dos Eixos Paralelos:

Ixy = _X/yl +(A-XY)

O produto de inércia de um triangulo com centroide C, em relacdo a um sistema
de coordenadas qualquer (x,y) é:

L L.y, = 0 | (pois ha simetria).
7
—_— — _I— — C 5
L : *rxo Ixy=IXy+(A)_()7) - Ixy=()—(}_’)(bh)
7 i —
| Produto de inércia com Note que € importante
= ' — % relacdo aos eixos que manter os sinais de x e

| X I passam por C: X,, Vo y, pois I, pode ser

negativo ou positivo.

Exemplo 7.8
Beer 92 ed.
[Sample 9.6
Determine o (a) produto de inércia do triangulo com relagdo aos eixos x e y, e
(b) com relacéo aos eixos paralelos que passam pelo centroide C(X,¥):

Iy = [,(x-y)dA

Precisamos achar a expressao dessa reta:
{x =0->y=h
x=b-y=0
O=a-b+h—>a=_h/b

y=—%-x+h0ux=%-(h—y)

—y=ax+c—>h=a-0+c~c=h 7

h

Escolhendo um elemento diferencial retan-gular
vertical:

dA =y-dx



O produto de inércia da area diferencial

—~2
> -
—

\;' em relacdo a base é:
b : 5 dly = dly, + e or - dA
h 1 \x\, (Teorema dos eixos paralelos).
4 ‘-\‘\\J{‘g_ﬁ-%
. 7h e — ¢
7"«I %en 2 {;Arx Como dA é simétrico em relagdo ao

centroide dly,y, = 0.

Xel =X VeI = y/z

b
y
IxyzfdlXy = Ixy:f X-(E)-(y-dx)
0

2

: fbx [h (1 x)zd hZ2 b( 2x2+x3>d h?2 lbz 2b2+b2
= — . —_— X = — X —— —_ X=—|——— —_
v, 2 b 0 2 3 4




Exemplo 7.9
Hibbeler 132 ed.

Exemplo 10.7
Determine o produto de inércia da area de secao transversal em relacdo aos

eixos x e y, que passam pelo centroide.

Podemos dividir esta secgao

transversal em 3 retangulos:
100 YN

=y 7
A vl
200y | ~\_l‘ f 1
: R I:J%m]‘w
— 1 g‘ ]
RO B _% - LoSE i b& p2)
| [ %)
! i 2o Onde o produto de inércia total
SO oo | serd a soma:
‘ A
iy = Ixy1 + Ixy2 + Ixy3
Ixy,1 = Ixy,1 + X1¥141 Ixy = —3-10% mm*
Como as 3 areas sao O sinal negativo indica que os
retangulos paralelos aos eixos retangulos 1 e 3 possuem umas das
coordenados, o produto de inércia coordenadas com sentido negativo.

com relagdo aos eixos que
passam por C é nulo. Logo,

Iky1 = X1V1A1 = Iy = (=250) - (200) - (300) - (100)

Iyys = —1,5-10° mm*

Iyy2 = Iyy2 + X724, =0+ 0

Dl

xXy,2 — 0

Iyy3 = Ixy3 + X3Y343

Iyys = 0+ (250) - (—200) - (300 - 100)

Ity = —1,5-10° mm*




Exemplo 7.10
Meriam 72 ed.
[Sample A/10]
Determine o produto de inércia em relacao aos eixos x e .

Quando x = a,y = b;

_a
_E’

k Logo, X =—y?

a x
Podemos resolver este problema de 3 maneiras: considerando um elemento
diferencial quadrado dA = dxdy e resolvendo duas integrais; ou considerando um
elemento diferencial de area retangular: dA = xdy ou dA = ydx que envolve apenas
uma integral.
e dA Vertical

dA =y-dx

O produto de inércia de dA é dado por:

dlxy = dIXy + )_(e] ) }_’el -dA

dIXy=O+x-(§)-(y-dx)

2

dIXy = T dX

Integrando o produto de inércia dl,, ao longo do eixo x, temos:

_ — A — 2% (P20,
IXY_deXY_foT dX— OE (: X) dX

a b2aZ?
| =
o 6

b? [x°
by =% [?]



e dA Horizontal 7 X2 3 \I;Z.
A > =

- b*
dA=y-dx . B
&y
O produto de inércia de dA . ca | b7 At
comrelacdoaxey é: e\ 1A | -
[ _ _ ;< L a Fx
dey = dlxy + Xe1 " Ye1 - dA Xer

a—x
dly =(()+ [x)+ ()] v [@=»-dy]
at+x
desz(a_X)'Y'dy
dey:%(az_Xz)'Y'dy

b b b 2
Ly = J, %(az—xz)-y-dy=§[fo a?-y-dy— [} (5-v?) -y-dy]

[ (B (), (2] e
xy =23 \%) 7 \pe 61~ 2 12

7.6 Rotacao de Eixos

Hibbeler 132 ed. Pg.538

Meriam 72 ed. Pg. 465
Beer 92 ed. Pg.498

Muitas vezes € importante calcular o momento e o produto de inércia de uma
area com relagao a eixos inclinados (x',y’), a um angulo 8, quando I, I, e I, sdo

conhecidos.
Para encontrar I, I, e Iy, devemos determinar um conjunto de equacdes de

transformacéo.

‘}A‘
7\ Cui/
IEa) i
o
e >
9 @ 2 y 8 < c
G o L o ] cose=§
/‘Gé‘l \f‘,' | T \
.xé‘ 77< : /(
f) -3 c=cosO-y
a=sen0-x d=senB-y
b =cos0-x




Podemos observar a seguinte relagdo entre as coordenadas (x',y’) e (x,y):

x'=b+d

X' =x+cosO+y-senb

y'=c—a

y' ' =y-cos®—x-senb

Desta forma, o momento de inércia de area em relagao aos eixos X’ e y’, € 0
produto de inércia I, é:

Iy = [,y'?dA = [,[y- cosb — x - senB]*dA
Iy, = [,x?dA = [,[x" cosB +y - senB]*dA
Iyrys = [,x'y'dA = [,(x" cos® +y - senB)(y - cos® — x - senB) dA
Expandindo I, temos:

Iy, = J,y?cos?0 dA — 2 [, Xy - cosB - senb dA + [, x*sen’6 dA

Iy = Iy - c0s?0 — 2 - I, - cosB - sen® + I - sen®d

Utilizando as seguintes relacdes trigonomeétricas:

sin(20) = 2-sin(0) - cos(8) e  cos(208) = cos?(B) — sin?(0)

Temos:
cos(20) = (1 — sin?(0)) — sin?(0) cos(20) = cos?(8) + (cos?(8) — 1)
= sin(6) = 1- cc;s(ze) = cos2(6) = cos(226) +1

Aplicando as relacBes trigonométricas acima nos momentos de inércia
rotacionamos Iy, e Iy, € no produto de inércia rotacionado Iy, , temos:

1 — cos(20)]
— Iyy - sen(20) + 1 - [T

Iy,

cos(20) +1
=1y- T

Iy +1 I, — 1
Iy = (X 5 y)+<x 5 y)-cos(Ze)—IXy-sen(Ze)




Fazendo o mesmo procedimento para Iy, temos:

Iy, = (%) — (%) - cos(20) + Iy - sen(26)

Notem que Iy, + Iy, = Iy + 1y

O produto de inércia I,,y, € dado por:

y? - senBcosO dA — f

x? - cosBsend dA — fxy - sen”0 dA
A

Ixryr = fxy-cosze dA+f
A A

A

Ixryr = lyy - 05?8 + I - senBcosB — I, - cosBsend® — Iy, - sen®H

Utilizando as relagdes trigopnométricas acima, temos:

cos(20) +1 sen(20)
Ixryr:xy'lTl-l'Ix'l 2 _Iy'

sen(26) I [1 — cos(26)
2 l_xy[ 2 ]

Igryr = Ixy - cos(20) + ( = y) -sen(20)

2

As equacdes de transformacgéo de I, e Iy, SG0 equagdes paramétricas de um
circulo. Se plotarmos um ponto P com coordenadas (lIy,, I,y,) para qualquer angulo de
rotacdo 0, todos os pontos estardo em um circulo.

Para estabelecer esta relacdo vamos eliminar o parametro 6 das equacoes I,
e Ly

Iy, = (%) + (%) - cos(20) — I, - sen(26)

Ixryr = Iyy - c0s(26) + (IX;Iy) - sen(20)

Elevando as duas equacdes ao quadrado e somando-as:

ro = (52)] +100? = (35) 412




Como a equacdo que descreve uma circunferéncia € dada por:

) (x—a)? +(y—b)? = R?,
b podemos observar que (I, — I;,)? + I,y,° = R

a o >
onde I, = (IX:IY) eR= \/(%) + Iy

Desta forma, podemos determinar os momentos de inércia com outras
orientagdes, construindo um circulo com centro C(a, b) = C(I,, 0) e plotando um ponto
de referéncia A com coordenadas A(ly, Lyy).

Ty
) e A(Ix ] Iﬁy)

§
&=

Como encontrar os momentos de inércia em um novo eixo de coordenadas
utilizando o circulo de Mohr ?

Ix‘y‘ t Txy' max

P A(Tx, Ty [reSene
wp e\ | o
| » )
/J@ = . Y

7
Im-r\ X

O centro do circulo é dado por C(I,,,0) ou C (% O).

O ponto de referéncia A é o dado de Iy e 1,, do problema original A(ly, I y).

Se quisermos conhecer I’ e I,,, dado uma rotagdo 8, devemos calcular (por
trigonometria) as componentes I, e Iy, a partir de um angulo 26 (pois no
desenvolvimento da eq. do circulo o angulo € 26) partindo da linha de referéncia CA,
no sentido anti-horario.

O momento de inércia maximo, I, s« € dado pela soma de I, = (%) como
raio R: Logo,

Ix,max =In+R

Ix,min =In—R




no circulo de Mohr podemos encontrar 1," de um ponto,
encontrando as coordenadas a 180° a partir de P, no
sentido anti-horério.

Enquanto que o maximo produto de inércia é :[,g\/\
Ixy,max =R Ve "
Notem que x' e y' estdo defasados em 90°. Logo, = > A\
w
A 2%p

" Os eixos nos quais o momento de inércia é maximo e minimo sao definidos
como Eixos Principais de Inércia"

Exemplo 7.11

Meriam 72 ed.

Sample A/12
Determine a orientagcdo dos eixos principais de inércias em relacdo ao
centroide C do perfil L, os momentos de inércia minimo e maximo e I,,,, @ 50° no

sentido anti-horério.

) ’[ 10 vy — Calculo do Centroide C(X,¥)
T Ay ﬁ P - _ Es_ta figura ndo apresenta
/; - simetria, mas pode ser decomposta
50 | L4 em 2 retangulos para calculo de C.
mm Vaid!
72/ / C.— -7 —‘{:—75—“\—)& J' d fd
5 ' A=Xx-]dA
X4 N Ca\ Ay X
0 x _
ST [ydA=7-[dA
Para y: Para x:
— Y A1+T,A; — _ 5.(40.10)+30.(40.10) — XA +X4, —  20.(40.10)+5.(40.10)
= = —_ = ——— =
y A +A, y 2.(40.10) x Aq+A, =X 2.(40.10)
o= 5.(40.10)+30.(40.10) —
y= 2.(40.10) X =12,5m

y =17,5m




— Momentos de inércia principais com relacao aos eixos que passam por C

Para montar o circulo de Mohr precisamos calcular Iy, I, e I

Xy*
Momento de Inércia Iy
Iy,l = Iy,1,CG + d%x "Aq
10-403 AOrom’ A
Ix1 = T + (20 — 12,5)2 -+ (40-10) |
2,5m
- &
Iy, =7,5833 - 10* mm* 4x
20 qu 7
Iy,2 = Iy,2,CG + d%x A Yo 7‘|5mW\I— - | l
i S
10 Ty § B
40103 2. . _I_ g l
ly, =——+(125-5)*-40-10 e
20 t—rl
ESn e

Iy» = 2,5833 - 10* mm*

I, =1y, +1,, = 10,1667 - 10* mm*

Momento de Inércia I:

Ix,l = IX,1,CG + d%y ' Al

bh3
IX,l = E + dly - A1
40 - (10)° ,
w1 =—5—+ (175 -5 (40-10)

Iy1 = 6,5833 - 10* mm*

Iyz = Ixzcc + d3y - Ay

b 3
IX,Z =E+d%yA2
_10- 403

Iy 2 ——+(20-75)* 4010

Iy, = 11,5833 - 10* mm*

Iy = Iyq + Iy, = 18,1667 - 10* mm*




Produto de Inércia Iy :

Ly = g1 + Iyyz = —7,5 - 10* mm*
Ixy,1 = _xy,l + dix d1y A4 Ixy,2 = _xy,2 + dpy - dZy Ay
Iyya =0+ (7,5) - (—12,5) - (40 - 10) lyy2 =0+ (=7,5) - (12,5) - (40 - 10)
Lya = —3,75-10*mm* ly,z = —3,75 - 10*mm*
Circulo de Mohr - Centro C(I,,0) onde I, = tly

2

__18,1667-10*+10,1667-10*

= ]
m 2

I, = 14,1667 - 10*mm*

Iy (0%

Tran @Iﬂx
Q'QP Ty (\o* )
R\ 1 ™A
l r

i dcie s R
& ] -5
RN - &sTeMMy

caord - 0TI

— Momento de Inércia Maximo: — Momento de Inércia Minimo

Imax = Im + R Imin = Im — R

Imax = 14,167 - 10* — 8,5- 10* Imin = 14,167 - 10* — 8,5 - 10*

Inax = 22,667 - 10* mm* Iyin = 5,667 - 10* mm*




— Ixy, @ 50° no sentido A.H.:

x)
. B(Ex, Ixy)
® )
C 29 I - Ix
\@LFLG = 2(50°) <100”

DA sin(38,09) = 2
= R Iyyo, = 5,24 - 10* mm*
o) Ty [ =5

C

— Ponto de Referéncia A(ly, Ixy): A (18,1667 - 10*,—7,5 - 10%)

— Calculo do Raio R:

Por trigonometria: | R? = (I, — I,,)? + Ixyz

R = \/(18,167 —14,167)2 + (=75 = | R=8,5-10* mm*

— Orientag&o dos eixos principais:

0,: angulo no sentido anti-horario para que o perfil (calculado no sistema de
eixos coordenados xy) apresente os momentos de inércia principais (Imin, Imax)-

7,5-10*
(18,167 — 14,167) - 10*

26, =tg! 20, = 61,9275

8, = 30,96°




